/
UNIFESSPA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO SUL E SUDESTE DO PARA
INSTITUTO DE ENGENHARIA DO ARAGUAIA
FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

DEBORA LIMA OLIVEIRA

CALCULO VARIACIONAL E A DINAMICA LAGRANGIANA:

Uma aplicacao utilizando o GeoGebra

Santana do Araguaia

2022



DEBORA LIMA OLIVEIRA

CALCULO VARIACIONAL E A DINAMICA LAGRANGIANA:

Uma aplicacao utilizando o GeoGebra

Trabalho de conclusdo de curso de graduacdo apresentado
ao Instituto de Engenharia do Araguaia da Universidade
Federal do Sul e Sudeste do Pard, como requisito parcial
para obtenc¢do do titulo de Licenciado em Matematica.

Orientadora: Prof.? Dra Eliane Pereira.

Santana do Araguaia

2022



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicacéo (CIP)
Universidade Federal do Sul e Sudeste do Para
Biblioteca Setorial Campus do Instituto de Engenharia do Araguaia

048c  Oliveira, Débora Lima
Célculo variacional e a dinamica lagrangiana: uma aplicagao
utilizando o GeoGebra / Débora Lima Oliveira. — 2022.
50 f.

Orientador (a): Eliane Pereira.

Trabalho de Concluséo de Curso (graduac¢éo) - Universidade
Federal do Sul e Sudeste do Para, Instituto de Engenharia do
Araguaia, Faculdade de Ciéncias Exatas, Curso de Licenciatura
em Matematica, Santana do Araguaia, 2022.

1. Calculo das variagdes. 2. Fungdes lagrangianas. 3.Teoria do

ponto critico (Andlise matematica). 4. GeoGebra (Software). 5.
Otimizagdo matemadtica. |. Pereira, Eliane, orient. Il. Titulo.

CDD: 22. ed.: 515.64

Elaborado por Lisnéa de Oliveira Gomes — CRB-2/1684



DEBORA LIMA OLIVEIRA

CALCULO VARIACIONAL E A DINAMICA LAGRANGIANA:
Uma aplicacdo utilizando o GeoGebra

Trabalho de conclusio de curso de graduacdo apresentado ao Instituto de Engenharia do Araguaia
da Universidade Federal do Sul e Sudeste do Par4, como requisito parcial para obten¢ao do titulo
de Licenciado em Matemdtica.

Data de aprovacao: 15 /07 /2022
Conceito: BOM

BANCA EXAMINADORA:

Prof.? Dra Eliane Pereira
IEA - UNIFESSPA
(Orientador)

Prof. Dr. Manolo Rodriguez Heredia
IEA - Unifesspa

Prof. Dr. Luis Ismael Asmat Lopez
IEA - Unifesspa

Santana do Araguaia

2022



AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus pela vida e por ter me dado forgas para chegar até aqui.
Quero agradecer aos meus pais por todo esforco, incetivo, confianga, amor e o investimento
na minha educacio. Agradeco também a minha irma que sempre me apoiou e tem sido muito
companheira. Agradeco a minha Professora Dra. Cecilia que me incentivou sempre € me ensinou
a amar a matemadtica. Agradeco ao meu esposo pelo cuidado, compreensao e companheirismo
sempre. Agradeco aos meus colegas de turma Ruan e Luana pelo apoio, companheirismo e
amizade. Agradeco ao Prof. Dr. Manolo pelo apoio e por ter aceitado fazer parte da banca.
Estendo meus agradecimentos ao Prof. Dr. Luis pelas contribui¢des enquanto meu professor de
fisica e por aceitar ser integrante da banca. Agradeco a todos que fizeram parte da minha vida
nesse percurso académico, aos amigos, colegas e professores que de alguma forma contribuiram

para a realizacdo deste trabalho. Meus sinceros agradecimentos a todos.



RESUMO

Este trabalho apresenta uma aplicacao do Célculo Variacional com a Dindmica lagrangiana
utilizando o software GeoGebra. A dindmica lagrangiana estd ligada ao cdlculo variacional nas
deducgdes das equagdes de movimento de sistemas dindmicos. Para tanto, é apresentado uma
abordagem tedrica das duas teméticas e em seguida sao estudados dois sistemas dindmicos, o
Carro-péndulo sem forcas externas e o Carro-péndulo invertido. As equacdes de movimento
desses sistemas sdo equagdes diferenciais ndo lineares, as quais necessitam de um método
numérico para serem resolvidas. O GeoGebra € um software matematico dinamico que retine
muitas funcionalidades, dentre elas, resolver equagdes diferenciais ndo-lineares e construir
atividades dinamicas. Isso posto, neste trabalho € utilizado o GeoGebra para resolver as equagdes
de movimento dos sistemas Carro-péndulo sem forcas externas e o Carro-péndulo invertido,
sendo ainda apresentado a constru¢do de duas atividades interativas desses sistemas feitas no
GeoGebra, os applets. Além disso, é apresentada algumas simulacdes realizadas nas animagoes,
no intuito de ilustrar e visualizar o comportamento do sistema, como também validar essas
construcdes. Neste trabalho € mostrado que o GeoGebra resolve numericamente equagdes

diferenciais ndo-lineares, permitindo ainda visualizar animadamente a solug¢ao

Palavras chave: Calculo variacional. Lagrangiana. GeoGebra. Carro-péndulo.



ABSTRACT

This work presents an application of Variational Calculus with Lagrangian Dynamics using
GeoGebra software. Lagrangian dynamics is linked to variational calculus in the deductions of
the equations of motion of dynamical systems. For that, a theoretical approach of the two themes
is presented and then two dynamic systems are studied, the pendulum car without external forces
and the inverted pendulum car. The equations of motion of these systems are nonlinear differential
equations, which need a numerical method to solve. GeoGebra is a dynamic mathematical
software that brings together many features, including solving nonlinear differential equations
and building dynamic activities. That said, in this work GeoGebra is used to solve the equations
of motion of the pendulum car systems without external forces and the inverted pendulum car,
and the construction of two interactive activities of these systems made in GeoGebra, the applets,
is also presented. In addition, some simulations performed in the animations are presented, in
order to illustrate and visualize the behavior of the system, as well as validating these constructs.
In this work it is shown that GeoGebra numerically solves nonlinear differential equations, still

allowing animated visualization of the solution

Keywords: Variational Calculus. Lagrangian. GeoGebra. Pendulum car.
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1 INTRODUCAO

O Cilculo das Variagdes € um dos ramos cldssicos da Matematica e sua definicdo geral é
buscar maximos e minimos de func¢des continuas definidas sobre um espaco funcional. O Calculo
Variacional é uma generalizagdo do célculo elementar para encontrar maximos € minimos de

fungdes reais de uma varidvel.

Este assunto € bastante antigo, tudo comeca com um dos problemas mais antigos em
matemadtica, a desigualdade isoperimétrica, este problema consiste em determinar uma figura
plana da maior area possivel cuja fronteira tem um comprimento especifico. Uma das variantes
desta desigualdade é denominado o problema de Dido, o qual tem o seguinte enunciado: “Entre
todas as curvas fechadas simples no plano, de comprimento L, encontre aquela que engloba a
maior area”. Dentre tantos trabalhos importantes para o desenvolvimento do Célculo Variacional,
pode-se citar, o trabalho de Fermart sobre a geometria Optica (1662), mais conhecido com
Principio de Fermart “a luz, quando se propaga entre dois pontos, faz sempre a trajetoria do
tempo minimo”, o problema de Newton (1685) para o estudo de corpos em movimento € a
braquistécrona formulada por Galileu em 1638. Este tltimo problema foi de grande influéncia
para o calculo das variagdes, foi resolvido por John Bernoulli em 1696 e quase imediatamente
depois também por James seu irmao, Leibniz e Newton. Um passo decisivo para este ramo
da matemadtica foi alcangado por Euler e Lagrange, que encontraram uma forma de lidar com
os problemas deste campo matematico, introduzindo as Equag¢des de Euler-Lagrange. Deste
entdo, este trabalho foi estudado de muitas maneiras por varios matematicos, entre eles Hamilton,

Jacobi, Legendre e entre outros.

O Calculo Variacional é importante em diversas dreas da matematica, assim como também
na Fisica. Uma ampla gama de equagdes na Fisica sdo derivadas do Principio Variacional.
Posto isto, este trabalho apresenta um contexto tedrico do Célculo Variacional, retratando suas
principais definicdes e desdobramentos, com enfoque nas Equagdes de Euler-Lagrange que é
um importante topico deste ramo. Em seguida, € apresentado alguns conceitos do Formalismo
Lagrangiano, ligado ao Principio Variacional, focando nas Equagdes de movimentos de Sistemas
fisicos dinamicos, em especial a do Carro-péndulo sem for¢as externas e a dinamica do Carro —

Péndulo com amortecimento.

O sistema Carro-péndulo sem nenhuma forca externa consiste em um péndulo simples
fixo em um carrinho que se move livremente sobre um trilho horizontal, ao passo que o sistema
Carro—péndulo invertido, o carro que desliza horizontalmente sobre o trilho e tanto o carro como

o péndulo estdo sujeitos a uma forca de amortecimento.

As equagdes de movimento desses sistemas foram formuladas utilizando a dindmica
lagrangiana. Estas equagdes diferencias sdo equacdes ndo lineares, as quais ndo podem ser

resolvidas analiticamente, necessitando de um método numérico para obter suas solucdes.

Os recursos tecnolégicos diddticos podem ser importantes na compreensao de muitos
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topicos da Matematica e da Fisica. Logo, além de apresentar um enfoque nos conceitos, definicdes
e desdobramentos do Calculo Variacional e da Dindmica Lagrangiana, este trabalho buscou
demostrar, também, um aspecto educacional voltado para o ensino e aprendizagem. A tecnologia
trouxe muitas ferramentas digitais que podem ser utilizadas em sala de aula, propiciando uma
gama de recursos didéticos e informacdes que auxiliam, consideravelmente, o processo educativo,

tornando-o mais dindmico e inovador.

Assim posto, o software GeoGebra foi utilizado para obter a solugdo das equagdes de
movimento do sistema Carro-péndulo sem forcas externas e do sistema Carro-Péndulo invertido
com amortecimento, e em seguida foi construida uma atividade interativa de cada um. Estas
animacodes possibilitam a visualiza¢cdo do comportamento do sistema diante das simulac¢des as

quais esses sistemas sdo submetidos.

A Fundamentacio Tedrica estd organizada da seguinte maneira: Na secdo 2.1 até a
subsec¢do 2.3.2 sdo apresentados os aspectos tedricos do Calculo Variacional, evidenciando
a deducdo das Equacdes de Euler Lagrange. Na secdo 2.5 até a secdo 2.8 apresenta-se a
Dinamica Lagrangiana, pontuando os principais conceitos e defini¢des que norteiam a formulagdo
lagrangiana, através do Principio variacional. Nas secOes 2.10.1 e 2.10.2 é desenvolvida a
dinamica do sistema carro - péndulo sem forgas externas e o sistema do Carro-péndulo invertido.
No capitulo 3 é apresentado a construcdo dos applets desses sistemas no GeoGebra. No capitulo
4 sao expostas as simulagdes realizadas na atividade interativa do software. E na secdo 5 sdo

apresentadas as consideracdes finais do trabalho.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

O célculo das variagdes € visto como uma generalizacao do calculo elementar de méximos
e minimos de fun¢des. Na andlise de funcdes ocorre a relacdo entre dois conjuntos de nimeros,
o independente x e o dependente y. A funcdo f estabelece uma correspondéncia entre estes
conjuntos, sendo essa representada como y = f(x). No cdlculo variacional, busca-se encontrar
os extremo de um funcional, onde os conjuntos aqui envolvidos ndo sdo restritos a ser nimeros

reais, mas de funcdes.

Em termos gerais, o problema do cdlculo variacional é encontrar uma fung¢io y(x) tal que

o funcional /(y) alcance um valor de maximo ou minimo. Sendo, /(y) da forma

10)= [ £33 (), () m

X0

onde, f € uma fung¢do de classe C".

2.1 DEFINICOES IMPORTANTES DO CALCULO VARIACIONAL
Nesta secdo é apresentada algumas definicdes e propriedades importantes que norteiam o
célculo variacional e que serdo aplicadas durante este trabalho.

Definicao 2.1.1. A varidvel I denomina-se funcional dependente de uma funcéo y(x), se para
cada fun¢@o y(x) de uma certa classe de fungdes D, corresponde a um certo valor /. Assim

dizemos que I é um funcional definido em D, na forma I = I]y(x)].

I1:D—R
y(x) = 1[y(x)],

Defini¢io 2.1.2. O funcional I[y(x)] é continuo ao longo de y = yp(x) se para um niimero positivo

arbitrdrio € existir 6 > 0 de modo que:
()] — I (x)]] <&,

Sempre que

(2

Compreende-se que y(x) é tomada da classe de fun¢des onde [y(x)] estd definido.
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Definicdo 2.1.3. O funcional /[y(x)] é chamado de funcional linear se satisfaz as seguintes

condigdes:

* I[ay(x)] = al]y(x)] onde ¢ é uma constante

o Iy (x) +y2(x)] = I[y1 (x)] +1[y2(x)]

Lema 2.1 (Lema Fundamental do Calculo das Variac¢des). Considere a seguinte integral:

/ () F (x)dx, 3)

X1

onde x; < x < xp e F(x) é continua, e 1(x) € diferencidvel e continua, satisfazendo:
n(x1) =n(x) =0, 4)
O Lema Fundamental do Cdlculo Variacional garante que para qualquer fun¢do 1n(x)

/ () F (x)dx = 0, 5)

entdo

F(x)=0 (6)
para todo x tal que x; < x < x.
A prova deste lema se da por contradi¢do, ou seja, para todo X, tal que x/l <x< x'z, onde
F(x") # 0, por exemplo:
F(x') >0, (7)
Pela condicdo de continuidade de F deve haver uma vizinhanga de x’

X —h<x <xX'+n, (8)

onde F(x) > 0. Neste caso, a integral (5) torna-se

/ N()F (x)dx > 0, )

para uma determinada escolha de 1(x), o que contradiz a suposicdo inicial dada em (6), pois

esta néo valerd para qualquer 1 (x). Logo, a afirma¢do do Lema deverd ser verdadeira.

2.2 0 PROBLEMA CLASSICO DO CALCULO VARIACIONAL

O problema fundamental do cdlculo variacional é encontrar o extremo do funcional

= [ e,y @) (10)
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onde f é de classe C* em que a solugdo y(x) deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:
y(xo) =yo e y(x1)=y1, (11)

Para encontrar a fungdo que maximize ou minimize /(y), inicialmente assume-se que
ocorre um extremo ao longo de uma curva y = y(x) sendo duas vezes diferencidvel e que satisfaz
as condic¢des de contorno dadas em (11). No intuito de mostrar que esta curva resulta em um

extremo, € necessdrio provar que para qualquer outra alternativa, a fun¢do ndo atinge o extremo.
(KOMZSIK, 2019).

Primeiramente, realiza-se uma variagdo em y = y(x), construindo uma fung¢éo paramétrica

denotada Y (x) na forma

Y(x) = y(x) +en(x), (12)

sendo Y (x) duas vezes diferenciavel, € é um pardmetro de Y (x) e 17(x) uma funcdo arbitraria

auxiliar de x também sendo duas vezes diferencidvel e que desaparece na fronteira:

n(x1) =1n(x2) =0. (13)

garantindo assim que Y (x) satisfaca as condi¢des de contorno, isto é

Y (x0) = y(x0) = yo,
e (14)

Y(x1) =y(x1) =1,

Existem infinitos caminhos ligando os pontos (xg,yo) € (x1,y1), porém em apenas
um deles I(y) admite um extremo. Logo, denotou-se todos os caminhos possiveis entre

(x0,¥0)e(x1,y1) por meio de um pardmetro € da forma (12). Ver Figura 1.
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Figura 1 — Caminho do extremo

Y(x): fun¢do paramétrica

y(x): curva solugdo

_—

Yix)

vix)

4 - > X
X X

Fonte:elaborado pela autora

onde Y (x) é a fungdo paramétrica, x( e x| sdo as coordenadas em x e y(x) representa a

curva solugdo.

Como Y (x) satisfaz as condi¢des de contorno substitui-se em (10), e assim temos uma
func¢do de €. (LEMOS, 2007)

o(€) = I(Y) = /x Y Y, Y ), (15)
onde
Y'(x) =y (x)+en’(x).

Uma vez que, por hipdtese, y(x) fornece um extremo para I, a funcéo ¢ (&) deve passar
por um extremo para € = 0, pois neste caso, Y (x) é idéntica a y(x). O problema inicial, dado
em (10), se reduziu a um problema de otimizacao do célculo diferencial com respeito a unica

varidvel €. Uma condi¢do necessdria para que y(x) extremize I é

do ol
=20 =0, (16)
de|._, 9JY
Executando a derivacdo e usando a regra da cadeia, obtém-se:
X2 Y Y’
d¢ :/ (ﬁd_+ﬁd_> dx. (17)
de |,y Ju \9Yde 0JY'de
onde
dY dy’ p
i i . 18
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Substituindo em (16) tem-se:

[ af of ,
go_/xl (a_Y”("”W" <">) dx. (19)

Ao integrar o segundo termo, utilizando a integracao por partes, tem-se:

a9
de

2 (df dY’ af %2 d (df
L Vdr= =L X _ / — == \d 20
[ (555 ) =gtz = [“neo g (55 ) ax 0)
Sabe-se que o primeiro termo € zero, conforme dado em (13), logo:
2 (df dn’ 2 d (df
= — |dx=— — | == )d 21
/x1 (8Y/ a’x) * /x1 n(x)dx (8Y’ . @h
Assim, fatorando 1 (x) e substituindo o segundo termo em (19), o problema dado torna-se:
do x2 af d (df
ntd = —~ _— (=] )d 22
de |, /xl n) <8Y dx (aY' * (22)
O extremo € alcancado quando € = 0, portanto,
do *2 df d [(df
— = ———|==])dx=0 23
de |._ /xl ) (ay dx <aY’ e )

Isto deve ser verdade para qualquer fung¢do 1 (x) que satisfaca as condigdes das
extremidades, assim, de acordo com (3), Lema fundamental do Célculo Variacional, tem-se que:

of d (df\
2-4(3)-

Essa € a equacdo diferencial de Euler-Lagrange, que é uma condi¢io necessaria, mas ndo
suficiente, para encontrar a solu¢do de um problema do Célculo Variacional. Logo, conclui-se
que a fungdo y = y(x) que satisfaz a equaco (24) e as condi¢des de contorno, é um extremo para
a integral. Para se determinar se a solu¢do de um funcional representa um ponto de minimo ou
maximo € necessario realizar uma anélise, que serd abordada a seguir, mas antes, € apresentado

um caso particular da Euler-lagrange, conhecida como Identidade de Beltrami.

2.2.1 IDENTIDADE DE BELTRAMI

A Identidade de Beltrami € uma forma simplificada da equacdo de Euler-Lagrange para

fungdes que ndo dependem explicitamente de x e € dada na forma

f—yla—y, =C, (25)
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onde C € uma constante. Para se chegar a este resultado, primeiramente considera-se a derivada

total de f(x,y,y’), utilizando a regra da cadeia tem -se

af _ 8fdx 8fdy df dy

= 26
dx  dxdx  dydx 9y dx’ (26)
fazendo as devidas substitui¢coes
df _df f af 4
=z - 27
dx 3x+(8y y+(9yy @7

Agora, multiplicando pela esquerda a equacio (24) por y’ obtém-se

af d (df
s g4 (9 _
’ by} ' [dx (Wﬂ > .
e podemos isolar de (27) o seguinte termo

of ,_df _of _of ,
o Ta e oy &)

substituindo (29) em (28) tem-se

o d (9f af [ of (9df\ »_
(& () -a s (39)7 -0 .

d (of ,\ _(9f 4 ,d (df
dx (a—yfy) - (a—yfy )” dx (a‘y)’ GV

que € a derivada de um produto, assim pode-se substituir o quarto termo de (30) por (31),

Como

conforme segue

(d [Of df  of af , af
() aer s () i (5) -

Rearrajando os termos, tem-se

d of af
- —f)= 32
i 5y~ ) =50 (32)
Como f ndo depende explicitamente de x, entdo —— Frt = (), assim a equacdo acima reduz a
d d f V-
=0 33

Sabendo que se a derivada de um argumento € nula, entdo o referido argumento € uma

constante, logo, conclui-se que a equacao de Euler-Lagrange pode ser formulada como segue

Foy g_)J; =C (constante), 34

levando a identidade de Beltrami.
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2.3 O TESTE DE LEGENDRE

O teste de Legendre sdo condi¢des suficientes que demonstram a existéncia de um
extremo para um funcional, determinando se a solu¢do € um ponto de minimo ou maximo.
A equacdo de Euler-Lagrange representa uma condicdo necessaria, mas nao suficiente para a
solucdo do problema. (ELSGOLC, 2012). Antes, serd apresentado a defini¢cdo da Expansao de
Série de Taylor para funcio de duas varidveis, pois este resultado sera ttil para compreensao do

Teste de Legendre.

2.3.1 EXPANSAO EM SERIE DE TAYLOR PARA FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS

O Teorema de Taylor afirma que uma fun¢do pode ser aproximada, na proximidade de
um ponto dado, por um polindmio, de modo que o erro que se comete ao substituir a fungdo pelo
polindmio seja pequeno. Isto é, encontrar uma expresséo que aproxime f(x,y) a este polindmio

denotado por 75.

Considere uma fungdo f(x,y) e seja f(a,b) um valor de médximo ou minimo, tem-se que:

2
F5) ~flab)+ Fan)c-a)+ Lanr-0)+ G @h) -0+
9% f 9*f(a,b) 53

+28xay(a b)(x—a)(y—b)+ o2 (y—b)"1+

Esta é a expansao em Série de Taylor para uma fun¢ao de duas varidveis. Do Célculo
Elementar tem-se o seguinte Teorema, que € uma condicao necessdria para maximos e minimos

de uma funcao:

Teorema 2.1. (Teorema de Fermat) Se uma fungdo f tem um mdximo ou minimo em (a,b), entdo

af af

x(a,b)zO e a—y

(a,b) =0,
Como f(a,b) é um ponto de médximo ou minimo, pelo Teorema (2.1) a expressio dada

em (35) torna-se:

2
Fe) ~ fla.b) =2 (2L 0. (—a)+

2 2 a
25 L ah)a-a-5)+ L5 - p2 +ofe)

(36)

.onde O(&%) é erro de truncamento de ordem 3 da série.

Este processo pode ser estendido para fun¢des com trés varidveis. Entdo, considere uma

fungdo f(x,y,z) e- seja f(a,b,c) um valor de médximo ou minimo, o desenvolvimento de segunda
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ordem de Taylor para trés varedveis é dado da seguinte forma:
d d d
flena) =flabe)+ D abee—a)+ D iapo)—b)+ D (abeico+
ox dy dz

2 2 2
+% (ai@l,b,c)(x—a)z—f—ﬂ(d,b,c)(y—b)2+ai(a,b,c)(z—c)z—f—

dx? 0%y 072
2 2 (37)
Zaxay(a,b,c)(x—a)(y—b) —I—ZM(a,b,c)(x—a)(z— c)+
2
+ 53 @b I b)) +ole).
2.3.2 TESTE DE LEGENDRE
Considere um funcional alternativo
X
6(e)=10) = [ fx¥.¥")dx, (38)
Xo
sendoY =y+en(x) e Y =y +en'(x). Substituindo em /(Y) tem-se:
X
1) = [ e+ en(o.y +en'()dr (39)

0
Assumindo que f tenha derivadas parciais continuas, entdo ela pode ser expandida em Série de

Taylor ao redor dos pontos (x,y,y’):

Fazendo as seguintes consideracoes:

X=X
y=y+en'(x)
z=y +en'(x)
e
a—=X
b=y
c=y
substituindo em (37), tem-se:
i+ €00/ +em' () =) + S en(+ S e )+
#3 [ S wener s 2L enwen'+
£ 2 ) e @)+ 0(E),

27
(40)
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Organizando os termos, a expressao se torna:

d d
FOoy+en(0.y +en'(x) — flrn) —e n<x>£<x,y,y'> +n'<x>a—§,<x,y,y'>+

1, .0° ) 0? ) )
+ 58 (5L (0 P ) + 3 oy I (0)+

SO (0] + O(e)
W X0.Y rl X )
(41)
Substituindo (41) em /(&) obtém-se:
X1 X1 a a
I(e) = / flsars [ (n o)+ ) )
X0 X0 y y
X1 82 9°
GE G MO 5 o'+ @2)
a,2<xy,y>n (Wldx+0(e),
Vamos fazer as seguintes consideragdes:
X1
=/ fxyy)dx,
X0
i af / / ﬁ /
st —e | {n<x> S ) | a
2f / / azf ”2
8l = 2/ % 2 (%, )% (x) + 99y === (6,y)n(x)n (x)+a = (2,3, )" (x) | dx,
(43)
Podemos escrever:
1(€) =I1(0) + 81, + 8L+ O(¢)°. (44)

onde 61; é chamado de primeira variagdo e 6/, de segunda varia¢do. Uma condi¢éo suficiente
para se ter um extremo € que a primeira variagdo seja 0. (KOMZSIK, 2019).

De posse de todos os componentes para testar a existéncia do extremo (maximo ou

minimo), o teste de Legendre afirma que, se independentemente da escolha da fungdo auxiliar
n(x)

* A equacio de Euler-Lagrange é satisfeita

* A primeira varia¢do desaparece, isto é (01;) =0

* A segunda variacdo ndo desaparece, ou seja (85,) # 0

durante o intervalo de integracdo, o funcional tem um extremo. Portanto, o extremo serd um

maximo se a segunda variagcdo for negativa, caso seja positiva o extremo serd minimo.
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2.4 FORMULACAO DE ALGUNS PROBLEMAS CLASSICOS DO CALCULO
VARIACIONAL

Nesta secdo serd apresentado alguns problemas classicos com o intuito de ilustrar a

metodologia do cédlculo Variacional:

24.1 MENOR CURVA ENTRE DOIS PONTOS

Este problema consiste em encontrar a curva mais curta entre dois pontos dados A =

(x1,91) & B = (x2,y2) de um plano.

Considere dois pontos de coordenadas cartesianas (x1,y;) e (x2,y2), Supde-se que y =
y(x), onde x; <x < xp é uma curva que une P; em x = x| e P, em x = xp, de modo que y(x;) =y
e y(x2) = y». Considere uma curva y = y(x) como sendo uma possivel solu¢io para o problema.
A ideia é dividir esta curva em n segmentos de tamanho ds e ao fim soma-los para obter a

distancia entre os dois pontos sobre a curva y = y(x).

Figura 2 — Uma trajetdria entre dois pontos A e B

Fonte: Elaborada pela autora
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Considere um pequeno segmento denotado As, pela Figura 2 ver-se que ds tem
componentes Ax e Ay, na Figura 2 tem-se um tridngulo retangulo, sendo As a hipotenusa,
Ax e Ay os catetos, logo pelo Teorema de Pitdgoras tem-se:

Ay

2
As =/ (Ax)? + (Ay)? = 1+<A_x) , (45)

A d
Quando Ax tende a zero, a fracdo A—z torna- se a derivada d—y
X

Como se deseja somar todos os n segmentos de modo a obter a distancia entre A = (xj,y;)
e B = (x2,y2) ao longo de y = y(x), considere I a soma dos n segmentos, sendo n — o esta
soma se torna Primeiramente, divide-se o intervalo x; < x < x; em n intervalos de comprimento
X2 — X1
dx =

n
Pitdgoras pode-se determinar o comprimento de cada segmento. (citar o livro).

. Seja dx; o comprimento de um segmento deste intervalo, usando o Teorema de

d . o
No entanto, d_y € apenas o gradiente do segmento, que no limite com n — o € dado por
X

dy /
= = . Portanto,
bl (xz)

dx; = dx\/1+y (x)?, (46)

A distancia aproximada de (x1,y;) e (x2,y2) é dado pela soma de todos os comprimentos

do segmento. No limite quando n — oo, esta soma se torna a integral

X2
’::L/i Va2 1 dy, (47)
X1

Fatorando dxz, obtém-se:
X2 d 2
1:/ ,/1+(d—)y€) dx, (48)
X1

X2
1:/\A+ww, (49)
X1

Por fim, o objetivo do problema é encontrar y = y(x) que minimiza o funcional dado em

dy.» ”
f do (==)° =)'* tem-se:
azendo (dx) y'< tem-se

(49). Para isto, sera utilizado a equacao diferencial Euler- Lagrange dada em (24). Primeiramente
define-se a fungdo f(x,y(x)),y'(x) do problema que neste caso serd f = /1 -+ e ndo depende
explicitamente de x, em seguida, substitui-se os termos de / na equacdo Euler- Lagrange,

apresentado abaixo

of d (df\
y-4()-
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Definido f o préximo passo é determinar as derivadas parciais de f para substituir em
(50). Como f ndo depende explicitamente de y, tem-se que:

af
! 51
Jy (639
Calculando, agora, a derivada parcial de f em relacdo a y’ obtém-se:

2 1
8—5, = (1)) 72, (52)

Fazendo alguns arranjos em (52) tem-se: derivando f em relagio a y' tem-se

af Yy

ay V1+y?

Agora, basta substituir as equagdes (51) e (53) em (50) obtendo:

(53)

S S (54)
dx 1 +y/2 o
Se a derivada deste termo em relacdo a x € zero, conclui-se que:

/

Y .

onde C uma constante. Elevando ambos os lados ao quadrado obtém-se:

(55)

y/Z

_ 2
rylz—c, (56)

isolando y' tem-se

Y2 =C(1+y)
c? (57)

CZ

considere
1-C?

= m, onde m € uma constante arbitraria. Para encontrar y basta integrar (57),

d
sabendo que y' = d_y e reorganizando a equacao tem-se:
x

_,
dx (58)
dy = mdx
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Realizando a integracao em (58), tem-se

/ dy = / mdx (59)

aintegral | dy =y, como m € constante sai da integral, ficando apenas dx. Sabendo que / dx =x,

obtém-se: Resolvendo a integral, obtém-se:
y=mx+b (60)

sendo b uma constante de integracdo. Para encontrar os valores de m e b basta resolver o seguinte

sistema linear

mx1+b =1,
mxy+b =y,

Desta forma, através do Calculo Variacional, especificamente pela equacido de Euler-
Lagrange, foi possivel encontrar uma funcdo que extremiza o funcional dado em (47), ou seja,

obter a menor curva que liga dois pontos dados, a saber (x1,y1) e (x2,y2), em um plano.

2.42 O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

O desenvolvimento do Calculo Variacional se deu em meados de 1969 quando Johan
Bernoulli publicou em um jornal cientifico um problema matemaético, que atualmente, é
denominado "Problema da Braquistdcrona". A palavra "Braquistécrona"deriva do grego e

significa "o menor tempo". O enunciado do problema € o que segue:

Sejam P;(0,0) e P>(x1,y) dois pontos dados em um plano vertical. O objetivo é encontrar
uma curva que uma particula deve descrever, movendo-se do ponto mais alto para o ponto mais

baixo sob a forca da gravidade g, no menor tempo possivel.

A solu¢@o procurada é uma fungdo y = y(x) com condi¢des de contorno y(xj) = yj.
Com base nas consideracdes da Fisica Elementar, o problema representa uma troca de energia
potencial com energia cinética. (KOMZSIK, 2019).

A energia potencial de uma particula em qualquer ponto (x,y) no decorrer do movimento

(€N

E, = mgy, (61)
onde m € a massa da particula e g € a aceleracdo da gravidade. A energia cinética € dada por:

1
E, = Emvz, (62)
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Agora, considera-se que a particula em (x,y) tem uma velocidade v, para obter esta
velocidade serd utilizado a lei da conservagdo de energia Substituindo as equacdes (130) e (125)

tem-se !
mgy = Emvz, (63)

isolando a velocidade, obtém-se v = /2gy.

Por defini¢do, sabe-se que a velocidade é:

ds

== (64)

usando ds = 1/ 1 +y"2dx, o tempo necessério para executar o comprimento da curva, serd dado:
X1 X1 1 + 2
- / dt = / VI, (65)
0 0 v
substituindo v tem se
/ / 1 + y/2

(ELSGOLC, 2012)

Uma vez que se deseja encontrar o tempo minimo, este € um problema variacional de
1 _|_ /2
/ Vo, (66)

Para resolver este problema, serd utilizado a identidade de Beltrami dado em (34), uma

N

vez que a fun¢do f ndo depende explicitamente de x. Considerando f = , tem-se:
V2gy
af 1 i |
2L (1 V)22V (20y) 2 67
oy 5 (1Y) 722y (2gy) 72, (67)

substituindo f e (67) na identidade de Beltrami, dado em (34), obtém-se o seguinte:

Vier v 1 ¢ (68)
V28  \/1+y2\28Y

calculando o M.M.C, tem-se: Colocando em evidéncia o termo (

)

1 y/2
—— | V1+y?P——— | =C 69
\/28)’< " \/l-l-y’Z) ©)

multiplicando os termos que estdo dentro do parénteses por <\/ 1+ y’2> , obtém-se:

2\
1 I1+y“—y _c (70)
V28y \ /1472
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ou seja, |

e P
elevando ambos os termos ao quadrado, tem-se:

(1 +y1’2)2gy - 72
reorganizando os termos:

y(1+y?) = ﬁ (73)

isolando y’ , tém-se:

[1—2gyC?
e i R 74
y 26yC2 (714)

1
Denominando o = ——, substitui-se em (73):
2gC?
y(14+y?) =« (75)
isolando y’?, tem-se que:
a R
yi="" (76)
y
assim,
a J—
y=./2=2 (77)
y

d
Sabendo que y' = d—y, tem-se que:
X

dy a—y
= =,/— 78
Ix y (78)

[y
dx = ,|——dy. 79
X a—y" (79)

Fazendo y = asen®(0) e dy = 2asin(0)cos(0)d6 e substituindo na equagio acima,
obtém-se. (CASTRO, 2014)

isolando dx,

asin®(0)

dx= | 2T)
* a — asin?(0)

2asin(0)cos(0)d0,

colocando o em evidéncia no denominador e utilizando a relagdo trigonométrica sin*(8) +

c0s2(9) = 1, tem-se o seguinte resultado:
dx = 2asin*(0)d6.
Integrando ambos os lados, obtém-se

x4+D= /2asin2(0)d9, (80)
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onde D € uma constante de integracdo. Para resolver esta integral, serd utilizado a seguinte

identidade trigonométrica:
1 —cos(26)

sin®(6) = — 2= 81)
Substituindo em (80), tem-se que
x+D =20 / I_%S(ze)de,
e assim, € obtido
x4 D= Zoc(g %sin(ZG)).

Considerando —D = D’ ¢ 20 =1, tem-se

r 1
x= 20‘(4_1 — Zsin(t)) +D

reorganizando

(04
—(t—sin(t))+D'.

x= 2(

. . o — .
Para determinar o valor de y, basta integrar ./ Y utilizando das mesmas mudancgas de
y

varidveis, a saber y = asen Jedx= Zasm )cos(0)dO, obtendo

o — asin?
y= 2 2aszn
osin

y= Oc/sin(26)d9.

logo

Resolvendo a integral
o
y= —5(003(29)) +B

Pela identidade trigonométrica (81), tem-se que
o
y= 5(1 —co0s(20))
substituindo 20 =1, y serd

(04
5(1 —cos(t))

Com os valores de x e y obtidos, concluimos que a curva que minimiza o tempo de descida € um

y:

arco de cicloide.

2.5 DINAMICA LAGRANGIANA

A mecanica lagrangiana possui uma forma bem concisa do Calculo Variacional. O
problema deste trabalho consiste em encontrar as equacdes de movimento do sistema mecanico
do Carro - péndulo, estas equacdes sdo ditas Equagdes de Lagrange. A seguir serdo apresentadas

alguns conceitos e definicdes importantes para a formulacao lagrangiana do problema.
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2.5.1 VINCULOS

Em geral, um vinculo é uma caracteristica de um sistema mecanico que impde restri¢cdes
ao movimento do mesmo. Pode ser especificado como sendo limitacdes as posicdes e velocidades
das particulas deste sistema. A seguir € ilustrado alguns exemplos dos aspectos dos vinculos
apresentados por (LEMOS, 2007) Veja os exemplos abaixo:

EXEMPLO 1: Uma particula estd restrita a uma superficie fixa. Seja r = (x,y,z) o vetor posi¢ao
da particula relativamente a um sistema cartesiano de eixos em relagdo ao qual a superficie

permanece fixa. Entdo x,y,z nfo sdo varidveis independentes, mas devem satisfazer

f(r) = fx,yz) =0, (82)

onde f(r) = 0 é a equacdo da superficie. Se, por exemplo, a superficie for uma esfera centrada

na origem,

f,3,2) =x*+y* + 22 —R?, (83)

onde R ¢é raio da esfera. E (83) é uma equagdo de vinculo. EXEMPLO 2: Duas particulas

movem-se no espaco sempre unidas por uma haste rigida. O vinculo tem a forma
(rn=m)*=1*=0, (84)
ou, equivalentemente,
(2 =x1)*+ (2 =y1)* + (2 —21)* = =0, (85)

sendo [/ 0 o comprimento invaridvel da haste.

2.5.2 VINCULOS HOLONOMOS

Considere o, 0, ..., &, como sendo coordenadas generalizadas usadas para descrever a

configuracdo de um sistema mecanico, entdo o vinculo pode ser expresso desta forma
f(a17a27'“7an7t>:07 (86)

isto € chamado de vinculos holonomos. Os vinculos que ndo podem ser escritos assim sao
chamados de vinculos nao-holénomos. Os exemplos apresentados anteriormente sdo vinculos

holdonomos.

Se as equacdes de vinculos dependem das coordenadas e também da velocidade, entdo

sdo ditos ndo-holénomos.
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2.5.3 COORDENADAS GENERALIZADAS

Dado um sistema mecanico € possivel incluir um nimero minimo de coordenadas

independentes denotadas por
q41:925---,9n; (87)

que sdo chamadas de coordenadas generalizadas, e podem ser distincias, angulos ou quantidades
que os relacionam. O nimero n de coordenadas generalizadas € o numero de graus de liberdade
do sistema. Segundo (SPIEGEL, 1977) em um dado problema € possivel escolher vérios
conjuntos de coordenadas generalizadas, no entanto uma escolha apropriada pode simplificar
consideravelmente a resolugdo. A escolha das coordenadas generalizadas faz com que o vetor
posicdo de cada particula seja expresso de forma univoca em cada instante pelos valores dos g,
bem como os vinculos, supondo que sdo holénomos, sdo identicamente satisfeitos, isto quando

expresso em termos de q.

Considere um sistema mecanico contendo N particulas que estdo sujeitas a uma

determinada quantidade de vinculos holdénomos denotado por p, expressos na forma

fl(rl,...,rN,t):0 (88)
(89)
fp(rla'*',rNat):O (90)

E possivel introduzir n coordenadas generalizadas g1 ,¢s, ..., g, em termos das quais:
ri=ri(q1,---,qn,t) =0, i=1,..,.N 91)

e as equacoes (88) sdo identicamente satisfeitas. Cada equagdo dada em (91) representa uma
configuracio do sistema, ou seja, determina as posi¢cdes de cada particula num dado instante. Por
exemplo, o espago cartesiano que tem as coordenadas generalizadas como eixos coordenados é

denominado espaco de configuragdo deste sistema.

2.5.4 ENERGIAS CINETICAS E POTENCIAL DE UM SISTEMA

A energia cinética de um sistema mecanico de N particulas € dado como sendo a soma

das energias cinéticas de todas as particulas, isto é:

N
T=)YTh=
k=1

sendo my a massa da particula e v, refere-se a velocidade. A energia potencial de um sistema é

N
—mve, (92)
k=1 2

determinada pela configuracdo do mesmo. Considere um sistema com N particulas, a sua energia
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potencial é dado por:
N-1 N

V=Y Y V(rr) 93)

k=1i>k
onde V (ry, r;) é energia potencial de intera¢@o entre duas particulas.

2.5.5 FUNCAO LAGRANGIANA

A funcdo Lagrangiana, comumente chamada de Lagrangiana, € expressa em termos das
coordenadas generalizadas ¢;, bem como das velocidades generalizadas ¢; e do tempo ¢. Ela
definida como sendo a diferenca entre as energias cinética e potencial do sistema. (ALVES, 2018,
p- 30). Ela € representada por:

L=T-V (94)

(BRITANNICA, 2020) comenta que pensando em um sistema fisico, o qual muda a
medida que o tempo passa de um estado ou configuracdo para outro, e perguntar, desse ponto de
vista, por que ele seleciona esse caminho especifico dentre todos os caminhos imagindveis. A
resposta € que o sistema fisico soma os valores de sua funcdo Lagrangiana para todos os pontos

ao longo de cada caminho imagindvel e entdo seleciona aquele caminho com o menor resultado.

2.5.6 PRINCIPIO DE HAMILTON E AS EQUACOES DE LAGRANGE

A equagdes de Lagrange podem ser enunciadas na forma de um Principio Variacional.
Para encontrar fun¢des que extremizam um funcional, podem-se considerar variagdes de uma
funcdo para outra fungdo préxima a esta, e em seguida impor a condi¢do de que em primeira

ordem essa variacdo seja zero.

Se um funcional S, também chamado de Integral de a¢do, passa por um extremo entio a
funcdo que extremiza S deve obedecer as equacdes de Euler-Lagrange. Realizando uma simples
mudanca de notacdo fica evidente que as Equagdes de Euler-Lagrange, dado em (24), reduz-se

as equagoes conhecidas como Equagdes de Lagrange. (LEMOS, 2007)

A mudanca de notacdo se da da seguinte forma:

d d
Xt y—aq, y'zd—z%q:d—f, fL, IS (95)

Logo, as equacdes de Lagrange serdo da forma:

dL d [(JdL
———|(==)=0. (96)
dq dt \dq

Isto €, o movimento que o sistema mecanico executa entre dois pontos fixos do espaco de

configuragdo em um intervalo de tempo, € aquele tal que torna a integral de acdo minima. Se as
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fungdes procuradas (g1, ...,g,) sdo as que tornam o funcional S minimo, entdo as equagdes de
Lagrange devem ser satisfeitas. Este principio é conhecido como Principio de Hamilton. Para
deduzir as equagdes de Lagrange pelo Principio de Hamilton, considere o funcional S, também

chamado de Integral de acao

15)

S= L(q17-'-7qn7ql7"'aqnat)dt7 (97)

n

e sejam as seguintes variagdes, considerando dg= €1 (x)

q,(t) = q1(t) + 841 ()
(98)
qu(t) = an(t) + 84n(t),
analogamente,
q,(1) = g1 (t) + 861 (1)
(99)
Q;;(l) - Qn(t) + SQn(I)a

onde 8¢y, ...0¢q, sdo arbitrarias e independentes entre si, exceto nos extremos 0¢qy(t1) = dqi(t2) =
0, sendo k =1,...,n.. A variacdo de S é dada por:

JdL
55 = / ( Squ+ a—qu) dr, (100)
realizando uma integracdo por partes no 2° termo, obtém-se:
L JL d ( JL
O Sgdt = /5 225N ) 101
. aqk Qk del (aqk> ( )
Substituindo em (100)
2 dL d [ JL
oS= [ dt ——— =) | 9qx, 102
f zk"[acnc dt <961'k)] 1 e
Impondo 65 =0
2 JdL JdL ) }
dt _——— o0qr =0. (103)
/r] ; {8% <9qk o

Uma vez que, os 0g; sdo independentes, pode-se tornar todos iguais a zero, exceto um,
em particular quo. Neste caso, a soma se reduz a um unico termo correspondente a k = ko. Mas,

como O8k(y € uma fungio arbitraria, pelo lema fundamental (3) tem-se que d¢g; é nulo, logo:

i (%) - a—L =0, onde k=1,...,n (104)
dgc)  Iqx
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E assim € deduzida as equacdes de Lagrange através do Célculo Variacional, ou

simplesmente, Principio Variacional, para sistemas holonomos.

2.5.7 LAGRANGIANAS EQUIVALENTES

Defini¢fio 2.5.1. Duas Lagrangianas L'(q,¢,t) e L(q,q,t) sdo ditas equivalentes, se elas diferem

pela derivada total em relacdo ao tempo de uma funcio arbitrdria das coordenadas generalizadas
e tempo, f(q,1):
: . d
L/(cbq’t) = L(qu’l) + Ef(cbt)

Disto, decorre o seguinte teorema

Teorema 2.2. Lagrangianas equivalentes ddo lugar as mesmas equagoes de movimentos.

Prova: A acdo S associada a L’ é dada por

153 15) nd
S’z/t1 L’(q,q’,t)drz/” Llg.gn)+ | d—]:dt=S+f((J(tz)7tz)—f(CI(fl),fl)~

Mas, como a variagdo da agio mantém os extremos ¢(t1) € g(t2) fixos, entdo 85’ = §S. Portanto,
as condig¢des 65’ = 0 e 85 = 0 sdo idénticas, demonstrando que L’ e L produzem as mesmas

equagdes de movimento.

2.6 PRINCIPIO DE HAMILTON PARA O CASO DE VINCULOS NAO-HOLONOMOS

O sistema mecanico descrito por coordenadas independentes entre si € uma das condi¢des
necesséarias para deduzir as equacdes de Lagrange a partir de (103). Logo, sabe-se que essas
coordenadas s6 podem ser introduzidas se os vinculos do sistema sdo holdonomos. Quando
ha vinculos ndo-holénomos, € praticamente impossivel inserir coordenadas generalizadas
de modo que as equacdes de vinculos sejam satisfeitas. No entanto, hd a possibilidade de
deduzir as equagdes de movimento a partir do Principio de Hamilton quando houver vinculos

Nao-Holonomos. Porém, estas equacdes de vinculos devem ser equacdes diferenciais da forma
n
Y andqi+andi =0, I=1,....p (105)
k=1

sendo p as equagdes de vinculo e os coeficientes aj; € a;; sdo fungdes somente de g1, ...,q, €t. O
que tem de especial nesses tipos de vinculos? Bem, (LEMOS, 2007) afirma que essa classe de

vinculos abrange quase todos os casos de vinculos Nao-Holonomos de interesse fisico.

Suponha que o sistema seja descrito por n coordenadas (g1, ...,q,) € esteja submetidas

aos p vinculos diferenciais independentes. Ressaltando que ndo pode-se afirmar que esses g s@o
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coordenadas independentes. E seja L a lagrangiana do sistema, escrita como se nao houvesse
vinculos. Pelo Principio de Hamilton, impde-se que a variacao da integral de acdo S seja 0, ou

seja, 05 = 0. Assim, temos que:

n M TdL d [ JL
ss= 1 aty | Z=Z_ L (22 ) 6g.=0 106
f l;{an df(361'k)} I (106)

onde tem-se um somatério em termos de k e variagdes 0¢y, € cada uma destas variagdes estd

multiplicada por um coeficiente, este entre o colchete.

Apesar de impor 65 = 0 ndo se pode afirmar que o coeficiente de cada gy é zero, porque os
dgy ndo sdo mutuamente independentes, como acontece no caso em que ha vinculos holénomos.
Nota-se que as equagdes g € um deslocamento virtual, pois o tempo permanece fixo quando se

executa a variagdo, Logo, conforme dado em (105), os d¢g; devem obedecer a

n
Y aubq =0, I=1,...p (107)
k=1

fazendo dt = 0 para se ter compatibilidade com os vinculos. As n varia¢oes 8¢y, ..., 0g, devem
satisfazer as p equacdes de vinculos de modo que apenas as (n — p) variagdes dos g; sdo

independentes.

Agora, tem-se a integral de acao oriunda do Principio de Hamilton e os vinculos dados em
(107). Como encontrar um extremo para S, condicionado aos vinculos diferenciais? Utilizando o

Método dos Multiplicadores de Lagrange.

2.6.1 METODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Considere o seguinte termo

P n
Y A (Z azk6qk> : (108)
=1

k=1

Veja que o termo que estd entre parénteses € a p-ésima equacdo de vinculo dada em (107),
a qual estd sendo multiplicada por um pardmetro A;, denotado multiplicador de lagrange. Como
o termo (108) envolve dois somatdrio, um no indice k e outro no indice /, pode- se reorganizar

esses termos na forma como abaixo:

P n n [ p
Y N (Z 611k5q/<> =Y (Z 7%1k> dqr =0, (109)
=1 \u=1

k=1 \I=1

para valores arbitrarios dos Multiplicadores de Lagrange, que sdo fun¢des dependentes de (g, ¢,t)

na forma A;(q,4,t),...,A,(q,4,t). Considere a integral no tempo de (109) dado por:

¢ n p
/2dl Z <Z l[alk> qu =0, (110)
n k=1 \I=I
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Adicionando esta integral a integral do Principio de Hamilton, obtém-se:
/tzd f Z/I 5 d Z{ (aLﬂs (111)
4 141k | Oqk + / t 9k =
R AN

n
Colocando em evidéncia os termos semelhantes, a saber [d?], Z [6gx|, tem-se que:

n o d L, ¥
A Oqy = 112
/tl Z [an di 3qk +l§, lalk] Gk = (112)

Percebe-se que os coeficientes que agora multiplicam cada uma das variagdes d¢qy é dado
por este novo termo que esta entre o colchete. Porém, nada se pode dizer dos coeficientes de
0qx, pois ainda nio sdo independentes. Com uma numeragdo adequada das varidveis, é possivel
escolher as (n— p) primeiras variagdes 8¢y, ..., 0¢,—, como sendo mutuamente independentes, e
as p dltimas varia¢des como sendo determinados em termos das (n — p) primeiras pelas equagdes
de vinculo, dado em (108). Por outro lado, tem-se p Multiplicadores de Lagrange a disposicao, e
pode-se escolhé-los de modo que os coeficientes dos p dltimos d¢y, em (112), sejam nulos, isto

z

é:
dL d 8L P

—— Aay = k= n— I,.. 113
dq.  di aqk lzi 101k = n—p+1,.,n (113)

Com os A determinados pelas equagdes (113), a equagdo (112) se reduz a:

) |5 ——(=— +Z)L,a,k 8qr=0 (114)

n P JL d 8L
noof= |9k dt 07%

envolvendo apenas os (n — p) primeiros 8¢, independentes entre si, onde agora, individualmente

pode-se zerar os coeficientes dessas variagdes, implicando que:

oL JL P
oL + Y Aay = k=1,.n— 115
dqi (3%) l; S P ()

Em sintese, as equacdes de movimentos sido dadas por:

JL JL 1
—— + Y Aaj = k=n—p+1,...,n 116
G (3%) 1221 e P (o)

Dai, reescrevendo as equagdes acima para todo o conjunto de kg possiveis, tem-se:

oL oL i
oL _ + Y Nay = k=1,..., 117
0 (8qk> l; 14 = n (117)

p
Passando (Z ﬂ,lalk> para o 2° termo, obtém-se:
=1

JdL
i AMag,  k=1,...n 118
Fyn (aqk> l; i (118)
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E estas sao as n equacdes de Lagrange modificadas, e p equagdes de vinculos na forma
de (105). Veja que agora tem-se (n — p) incdgnitas, a saber n coordenadas g, e p multiplicadores

de Lagrange A;.

2.7 FORCAS DE VINCULOS

Sabe-se que para encontrar as equagdes de movimento de um sistema nao holonémicos €
utilizado os multiplicadores de Lagrange, e assim, deduzidas as equacdes de movimento de um

sistema com vinculos Nao-Holonomos:

d [ JL JL P

Mas, o que sdo esses termos envolvendo os multiplicadores de Lagrange? Suponha que
os vinculos de um certo sistema sejam removidos, aplicando forgas externas denotadas por O},
tem-se que o sistema ndo se modifica, isto €, as equacdes de movimento permanecem as mesmas.

Logo, conclui-se que essas forcas externas que sio aplicadas sé podem ser as forgas de vinculos,

d(dL\ dL
- (a_qk) ——— =0 (120)

denotadas como segue:

Para que os movimentos sejam idénticos, as equacdes de movimento (105) e (120)

precisam ser idénticas. Isto é:

p
0, =Y May, (121)
i=1

onde Q) é a k-ésima forga generalizada de vinculo. Logo, conclui-se que, desde que
adequadamente modificadas, as equacdes de Lagrange podem ser satisfeitas mesmo que o

sistema tenha vinculos ndo-holénomos.

2.8 VINCULOS HOLONOMOS E MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Anteriormente, foi verificado que os multiplicadores de Lagrange sdo utilizados para
encontrar equagdes de movimentos sem sistemas nao-holondmicos. Neste topico, serd visto que

esse método também pode ser utilizado em sistemas com vinculos holénomos.

Os vinculos holénomos sao da forma:

ﬁ(Q7t):O7 l:l77p (122)
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ou, tomando a derivada total em relacdo ao tempo, tem-se:

Za—f +%:o, I=1,..p (123)

Fazendo isto, percebe-se que a derivada total de f;(g,¢) é idéntica a forma dos vinculos
nao holénomos dado em (105), onde:

0 0
ay = a—cﬁ e ap= a—]:l, (124)

Assim sendo, conclui-se que o método dos multiplicadores de Lagrange pode ser aplicado
a sistemas holonomos. Esse procedimento pode ser utilizado quando for incoviniente substituir
0s ¢, por um conjunto menor de varidveis independentes ou quando se deseja obter as forcas de
vinculo. (LEMOS, 2007, p.60)

2.9 METODOS NUMERICOS PARA RESOLVER EQUACOES NAO-LINEARES

Métodos numéricos siao usados para aproximar solucdes de equagcdes quando solu¢des ndo
podem ser determinadas através de métodos algébricos. Eles constroem aplicativos sucessivos

aproximagdes que convergem para a solugdo exata de uma equagdo ou sistema de equagdes.
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2.10 MODELAGEM DOS SISTEMAS DINAMICOS

Nesta secdo sdo apresentados dois problemas de sistemas dindmicos, a saber, Péndulo
com suporte livre sem forcas externas e o sistema carro-péndulo com for¢as de amortecimento.
Ambos, sdo problemas de sistemas nao lineares e suas equagdes de movimento foram obtidas
utilizando o formalismo lagrangeano. Em seguida, € descrito a constru¢do da atividade dindmica

no software GeoGebra, bem como a implementacio das equagdes de movimento no software.

2.10.1 PENDULO SEM FORCAS EXTERNAS

Considere o seguinte sistema constituido por um pé€ndulo simples de massa m e uma
haste de comprimento / fixo em um carrinho com massa M e que € livre para se mover ao longo

do eixo horizontal sem qualquer atrito, enquanto o péndulo oscila no plano vertical. Figura (3).

Figura 3 — Péndulo com suporte livre e suas componentes

Fonte: Elaborada pela autora

onde M € a massa do carro, m a massa do péndulo, 6 a posi¢do angular do péndulo, x a

posicdo do carro e (X,Y) sdo as coordenadas cartesianas do sistema.

O objetivo € obter as equacdes de movimento deste sistema, para isso, primeiramente

precisa-se determinar as coordenadas generalizadas do sistema. Pela figura (3), observa-se
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que o angulo O entre a haste e o eixo vertical junto da posicdo x do carrinho ao longo do
eixo horizontal determinam completamente a posi¢do do sistema, de modo que (x,0) é uma

coordenada generalizada adequada.

De posse das coordenadas generalizadas, o passo seguinte € determinar as energias
cinética e potencial do sistema. Considere (X,Y) as coordenadas cartesianas da massa m em

relagdo a origem do sistema (0,0), entdo a energia cinética do sistema serd:

M . )
T ==+ (X242 (125)
2 2
A energia potencial é dada por:
V =—mgY (126)

ressaltando que a massa m estd a uma distancia Y abaixo no nivel zero do sistema, portanto a

energia potencial € negativa.

Dadas as energias cinéticas e potencial, o passo seguinte € reescrever estas equacdes em
termos das coordenadas generalizadas, a saber (x, 0). Pela figura 3 temos que X, Y € X podem

ser reescritos em termos de (x, 0), desta forma:

X =x+1sen0 X =x+10cosb

) . (127)
Y =lcosO Y = —10sen0
calculando (X2 +Y?), tem-se:
X2+ Y% =3+ 2ilBcos6 + 176> (128)
substituindo em (125), tem-se:
T= 1\54).(2 + %(xz +2x10c0s6 + 126) (129)

Substituindo o valor de Y (dado em (127) ) em (126), tem-se a energia potencial do
problema:
V = —mglcosO (130)

Em seguida, determina-se a Lagrangiana que € dada por:
L=T-V, (131)

Realizando as devidas substitui¢cdes, a Lagrangeana do sistema é:

= — X
2

L + %lzéz +mlxOcosO + mglcosO (132)
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As equacdes de lagrange para o problema sao:

AN
dt \ dx dx

133
d(oy oL Y
dt\db) 06
calculando as derivadas parciais, tem-se:
dL .
— = (M +m)x+mlOcosO
ax
L
.
v (134)
% — ml*@ + mlxcos6
d6
JdL .
99 = —mlx0send — mglsenO
substituindo (134) em (133), obtém-se:
d .
— (M +m)x+mibcos®) =0
a (135)
o (m129 +ml9’cc0s9) — (—mb&ésen@ — mglsen@) =0

para calcular a derivada total das equacdes (135) deve-se utilizar a regra do produto: Apos
algumas simplificacdes obtemos as equagdes de movimento do sistema:

(M +m)i+mlBcosd —ml6*sen® =0 (136)

ml%0 + mlsicos6 +mglsen6 =0 (137)

Isolando X em (137), tem-se:

—ml?*0 — mglsend
i m mglsen (138)
mlcos0

substituindo (138) em (136), tem-se:

(—mI*8 — mglsend)

+ mlOcos® — ml6*send =0 (139)
mlcos0

(m+M)

apos algumas simplificagdes e substituindo (00529 =1- senz) e isolando 6, obtém-se:

(m+M)gsend —ml@*cosOsend

6= M1 —mlsen?0 (140)
Para encontrar &, isola-se 0 de (137) e ap6s simplificar, tem-se:
0 :—;()'C'COSQ + gsen0) (141)
substituindo (141) em (136) e isolando X, tem-se:
o mgsen®cosO +ml0%send (142)

M + cos?0

As equacdes diferenciais (140) e (142) serdo resolvidas e implementadas no GeoGebra.
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2.10.2 SISTEMA CARRO PENDULO INVERTIDO

O sistema carro-péndulo, também conhecido como péndulo invertido, € um exemplo
classico de sistemas de controle. Ele € constituido por um péndulo fisico acoplado a um carrinho
de massa m1 e estd sujeito a um meio que possui amortecimento, por exemplo o ar e o atrito do

chio.

Neste sistema o péndulo € fisico e possui algumas componentes diferentes do péndulo
apresentando na secdo anterior, sendo elas, o momento de Inércia do péndulo J, o coeficiente
viscoso de amortecimento do péndulo B, € o coeficiente viscoso de amortecimento translacional

do carro B.q.

O sistema Carro Péndulo esta representado na Figura (4).

Figura 4 — Sistema Carro-péndulo e seus componentes

Fonte: elaborado pela autora

onde:
m = massa do Péndulo
M= massa do carro
[= distancia ao centro de massa do péndulo
0= posicao angular do péndulo

x = posi¢do do carro

Para determinar as equagdes de movimento do sistema, primeiramente € preciso definir as
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coordenadas generalizadas, as for¢as generalizadas, a energia cinética e Potencial e a Lagrangiana

do sistema.

O sistema possui dois graus de liberdade, logo pode ser representado por duas
coordenadas generalizadas, a saber, a posi¢do translacional x do carro e a posi¢do rotacional do

péndulo 6.

As forcas generalizadas deste sistema podem ser definidas como sendo o sistema de

amortecimento translacional e rotacional. (ALVES, 2018)

Ql = _Beqx

0 56 (143)
2= ="bp

sendo Q1 e O, as forgas resultantes para o carro e péndulo.
A energia cinética do sistema € dado pela soma das energias cinéticas de cada particula.
A energia cinética do carro é dada por:

1
T. = Esz’ (144)

Em relacdo ao péndulo, a energia cinética é obtida por:

1 1 1
Tp = Em\/}% + 51’]’11/’5 + 5](1)2, (145)

onde v, representa a velocidade linear do péndulo em relagdo ao eixo x, v, refere-se a velocidade
linear em relag@o ao eixo y e @ representa a velocidade angular do péndulo. Considere (X,Y) as
coordenadas cartesianas do sistema, pela figura tem-se que X, Y podem ser representados em

termos das coordenadas generalizadas, como segue:

X =x—Ilsen6
(146)
Y =lcos0O
derivando (146), obtém-se v, € vy:
_a (x —IsenB) = x —18cosO
vx_dt x—lsenB) =x cos
d .
vy = —(lcos®) = —10send (147)
dt
w=0,
substituindo (147) em (145), tem-se:
1, > 1, S R
T, = M (t—16cos0)” + Em(l@senﬂ) + 5]9 (148)

desenvolvendo os quadrados e realizando algumas simplifica¢des, a energia cinética do péndulo

z

c:

1 . o 1
Ty = 5m (&' —2i0cos6 +1°6%) + 2767 (149)



Por fim, a energia cinética do sistema é:

1 1 . . 1.
T = Tc—l—T — EMX2+§m (x2—2x19C059+1262) +§J92,
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(150)

A energia potencial do sistema é dada somente pela energia cinética do péndulo, pois o

carro movimenta-se apenas horizontalmente, logo:

V =mglcos0,
A Lagrangeana do sistema € dada por:
1o 1 5 10 242\, L p2
L=T-V= EMx + > (#° —2x16c0s0 +1°67) + 5]9 — (mglcos@),

simplificando a equacdo, tem-se:

M . 1 . 1 .
L:( —;m)xz—mx19c0s9+Em1292+§J92—mglcos9.

As equacodes de lagrange para x e 0 sdo:
4oy oL,
di\dx) ax !
dfoy oa_,
dr\26) a6 **

resolvendo as derivadas parciais, tem-se:

JL :
5= (M +m)x —mlOcosO
JL
Z_0
ox
L . .
% = —mxlcos® +ml*0 +JO
JL .
30 = mxlOsen + mglsen0,
substituindo (143) e (155) em (154), obtém-se:
d . . )
o [(M +m)i—mlBcos®| = —Begx
. (—milcos® +mi*6+10) — (mxlOsen6 +mglsend) = —B,6

realizando a derivada total em (156), tem-se:
M+ mi + mlsen060?* — mlcos06 = —Bgx
calculando (157), obtém-se:

— mlkcos® +mlisenf0 +mi*0 +J6 — milOsend — mglsen0 = —Bpé

(151)

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)



simplificando a equagdo, tem-se:
—mlicos8 + (ml* +J)0 — mglsen® = —B,,0.
Logo, as equacdes de movimento do problema, sdo:

(M +m)i — mlsen88? +mlcos@f = — B,
— mlxcos® + (ml* 4 J)0 — mglsen® = —B,0.
isolando X de (162), resulta em:

. B,0+(mi*>+J)6 —mglsend
x =
mlcos0

substituindo (163) em (161), tem-se:

B0 + (ml* +J)0 — mglsen6
mlcos@

m+M — mlsen®6? +mlcos66 = —B,,x
q

realizando algumas simplificacdes e isolando 8, obtém-se:

(M +m)(mglsen® — B,0) — mlcosO(B,y% + mlsen06?)

6 =
mMI? +J(m+ M) + m?[?sen0

Isolando 6 de (162), tem-se:

b —Bpé + mlicosO + mglsenO
mi?+J

)

substituindo (166) em (161) e isolando X, tem-se:

. mlcos®(mglsen® — B,0) — (ml> +J)(B.qx + misen06?)
X =
mMI? +J(m+ M) + m21%sen6
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(160)

(161)
(162)

(163)

(164)

(165)

(166)

(167)

As equagdes (165) e (167) sdo equagdes diferenciais ndo homogéneas que serdo

implementadas e resolvidas no GeoGebra.
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3 CONSTRUCAO DO APPLET NO GEOGEBRA

Nesta secao € apresentada uma construcdo simplificada dos dois sistemas dindmicos
decritos neste trabalho, primeiramente do péndulo com suporte livre e em seguida do
carro-péndulo, no software GeoGebra. Foi utilizado a versdo online para desktop, dado em
(GEOGEBRA,)

O software possui um comando que encontra numericamente as solu¢des de equacoes
diferenciais ndo-lineares, além disso, esboga o grafico destas solugdes na Janela de Visualizacdo,
permitindo visualizar o comportamento do sistema dindmico uma vez que se queira realizar

simulagdes das posicoes e velocidades do carro e do péndulo simultaneamente.

Com isto, foi possivel construir uma atividade interativa dos sistemas utilizando, também,
outras ferramentas do GeoGebra. A seguir € descrito os passos para criar o applet do péndulo

com suporte livre no GeoGebra.

3.0.1 APPLET DO PROBLEMA DO PENDULO COM SUPORTE LIVRE

Esta atividade pode ser acessada atrdves do link https://www.geogebra.org/m/huuzhxrh.

O applet do primeiro problema apresentado na secdo (2.10.1) estd demonstrado na figura (5).

Figura 5 — Applet do sistema Péndulo sem forgas externas

PENDULO SEM FORCAS EXTERNAS

Autor: Débora Lima Oliveira

Funcéio de Varias Variaveis
Massa do carro=| 1 Kg
Lugar Geométrico
e Massa do péndulo=| 1 Ky

Nimero

Ponto . Condicdo Inicial do péndulo| 2.36 rad

Segmenta
: .
e Pausar Iniciar

Fonte: elaborado pela autora

Primeiramente, na plataforma do GeoGebra Cléssico, foi inserido na janela de algebra os

seguintes parametros:

1 — comprimento do fio
m — massa do péndulo
M — massa do carro

g — aceleragdo da gravidade(9,8m/s*)
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x20 — condigdo inicial do péndulo

N — o tamanho da solugdo

para o comprimento do fio /, na aba configuracdes, atribuimos um valor minimo e maximo igual
a 1 e 100, sendo possivel alterar esse valor utilizando o controle deslizante. Para a varidvel x20 o

valor de minimo foi —x e o valor maximo foi 7.

Para facilitar a constru¢do da animagdo no GeoGebra foram realizadas algumas mudangas
de varidveis do problema apresentado na se¢do (2.10.1), o dngulo 6 foi chamado de x1 e a posicao
do carrinho x foi chamada de x2. Consequentemente, a velocidade angular 6 foi chamada de
x1’ e a velocidade do carrinho % foi chamada de x2'. Assim, na janela de 4lgebra foi inserido o

comando abaixo para representar a velocidade do péndulo e do carrinho, respectivamente:

x1'(t,x1,x2,v1,v2) = vl

(168)
x2'(t,x1,x2,v1,v2) =12

onde, v1 representa 0, v2 corresponde a X, consequentemente v1’ representa 6 e v2’ a X.

Em seguida, inseriu-se as equagdes (140) e (142) no campo de entrada, como abaixo:

sen(x1)x (m* 1 v1? % cos(x1) 4+ (m+M) x g))
(mxlsen?(x1)+Mx1)

vl (¢,x1,x2,v1,12) = —

169
V2 (£,x1,x2,v1,12) = mx sen(x1) x 1% x1% + mx sen(x1) * gcos(x1)) (169)
(M + mx sen?(x1))(M +mx* sen®(x1))
Na janela de algébra foi inserido o comando que resolve as equagdes (169):
ResolverEDONumericamente({x1’',x2',v1’,v2'},0,{x20,0,0,0},N). (170)

esse comando possui 4 entradas, sendo a primeira entrada referente as varidveis de velocidade e
aceleragdo do péndulo e do carro dadas em (168) e (169), respectivamente, a segunda entrada
refere-se ao instante inicial da simulacao, que neste caso € zero, a terceira entrada representa as
condig¢des iniciais do problema, sendo x20 a posicao inicial do péndulo, o segundo a posi¢ao
inicial do carro, que esté fixada em zero e as outras sdo, respectivamente, a velocidade inicial do

péndulo e do carro. A ultima entrada € referente ao tempo final da simulag3o.

Ao inserir o comando, o GeoGebra retorna as quatro curvas que compdem a solucao,
que sdo chamadas itnl, itn2, itn3, itn4, que correspondem respectivamente a posicdo angular,

posicdo do carro, velocidade angular e a velocidade do carro.

Sendo em seguida inserido o parametro de tempo ¢ no campo de entrada e nas
configuracdes foram feitas as seguintes alteragdes: no campo min foi colocado o valor 1 e
em max o valor N, bem como no campo incremento colocou-se N/Comprimento(itnl), como

mostra a figura (6).
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Figura 6 — Configuracdes da varidvel t
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Fonte: elaborado pela autora

Criou-se dois pontos, denominados X e Y, que representam a posi¢do do carro e do
péndulo, respectivamente. No campo de entrada os pontos X e Y foram inseridos com as seguintes

definicoes:

X = (y (Ponto <itn2, %)) ,O))
¥ = (x+ (1sen (v (Ponto (in1, 1)) ) ) —tcos (s (Pomto (101, 2))

esse comando atribui a X a posi¢do do carro e Y fornece a posi¢cdo do péndulo. Ressalta-se que

(171)

as equagoes (171) representam as equacdes dadas em (127).

O comando "Ponto <itn2, %) " € o ponto que representa a solucao da posi¢do do carro no
instante %, similarmente, em Y tem-se que o Ponto (itnl, ]LV> determina a posi¢ao do péndulo
no intervalo —.

N

Em seguida foi criado o segmento denominado f que representa a haste do péndulo, para

isto foi inserido no campo de entrada o comando ”Segmento(X,Y)”.

O passo agora € inserir a imagem do carro e relaciond-la ao ponto X. Usando a ferramenta
inserir imagem foi inserido o carrinho. Apds ajustar os tamanhos nas suas configuracdes,
acessando a aba Posi¢do escolheu-se a op¢ao centralizar imagem, sendo em seguida selecionado

o ponto central da figura, neste caso X.

Para animar o movimento do carro e o péndulo, foi criado dois botdes os quais possuem a
funcdo de Pausar e Iniciar o movimento. Além disso, inseriu-se as caixas de campos de entrada
que possibilita ao usudrio inserir os valores para a massa do carro, massa do péndulo e a condi¢do

inicial do péndulo. Para criar as caixas de campo de entrada basta seguir os seguintes passos:

* Na barra de ferramentas clique na op¢do campo de entrada.



Figura 7 — Acessando a op¢do campo de entrada
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Fonte: elaborado pela autora

* Selecione a posicao onde deseja que ela apareca clicando na janela de visualizacdo. Insira
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a legenda "Massa do carro" e vincule o objeto, nesse caso, M representa a massa do carro.

Para inserir os outros campos de entrada, como massa do péndulo e condicdo inicial do

péndulo, basta seguir 0s mesmos passos, o que vai mudar € o objeto a ser vinculado.

Para criar os botdes de Iniciar e Pausar acesse a barra de ferramentas e selecione a opcao

Botdo, como mostrado na figura (8), em seguida clique na janela de visualizacdo para determinar

a posi¢do. Escreva a legenda "Iniciar" e clique "ok".
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Figura 8 — Criando botdo pela barra de ferramentas
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Fonte: elaborado pela autora

Acesse as configuracdes e na aba Programagdo, na guia, Ao clicar, insira o c6digo
mostrado na figura:

IniciarAnimagaolt]

esse codigo tem a funcdo de animar o sistema quando o botdo Iniciar for clicado.

Para o botao Pausar digite o codigo abaixo:
IniciarAnimagao[t,false]

este cddigo tem a funcdo de pausar o movimento ao clicar o botdo de pausa.

3.0.2 APPLET DO PROBLEMA CARRO-PENDULO

Para construir a atividade dinamica do sistema carro-péndulo no GeoGebra basta seguir
0s passos acima descrito. O applet construido estd representado na figura (9).Esta atividade pode

ser acessada pelo link https://www.geogebra.org/m/hwnwxebr.
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Figura 9 — Applet do sistema carro-péndulo
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Fonte: elaborado pela autora

Para facilitar a construcdo da atividade foram realizadas algumas mudancas de varidveis
do problema, sendo elas, o angulo 6 foi chamado de x1, a posi¢do do carrinho x foi chamada
de x2, o coeficiente B, foi denominado T e o coeficiente B,; de H. E como descrito na
construgio anterior a velocidade do carrinho % foi chamada de x1" e a velocidade do péndulo 8
foi denominada x2’. A seguir estd descrito os passos para a construcdo do sistema carro-péndulo

no software GeoGebra.

Na janela de dlgebra insira os seguintes parametros:

ml — massa do carro
m2 — massa do péndulo
| — distancia ao centro de massa do péndulo
J — momento de inrcia do péndulo
T — coeficiente viscoso de amortecimento rotacional do péndulo
H — coeficiente viscoso de amortecimento translacional do carro

g — aceleragdo da gravidade(9.8m/s?)

Os valores desses parametros foram escolhidos conforme apresentado em (ALVES, 2018,

p. 34) e estdo descritos na tabela (1), porém podem ser alterados no Applet.



Tabela 1 — Pardmetros de um sistema carro-péndulo com
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amortecimento
Parametro Valor
Massa do carro 0.5676kg
Massa do péndulo 0.169 85kg
Distiancia ao centro de | 0.478m
massa do péndulo
Momento de inércia do 0.0032kgm2
péndulo
Coeficiente viscoso | 5.4Ns/m
de amortecimento
translacional do carro
Coeficiente viscoso | 2.4 x 10°Nsm/rad
de amortecimento
rotacional do péndulo

Fonte: (ALVES, 2018)

Ap6s isto, defina a velocidade do carro e do péndulo 6 e x na janela de dlgebra, como

segue:

x1°(t,x1,x2,v1,v2)=v1
x2’(t,x1,x2,v1,v2)=v2

consequentemente tem-se que x1 = x e x2= 0, bem como v1’=i e v2’ = 0. Essas varidveis

correspondem as que foram apresentadas no problema (2.10.2).

Insira as equacdes de movimento dadas em (167) e (165), como segue:

(mllcos(x2))(mlglsen(x2)) — Tv2 — (m11% +J)(Hv1 4 mllsen(x2)v2?)

1=
’ (m1m21%2 +J(m1 +m2) +m121%sen®(x2)))

(172)

0 (m14+m2)(m2glsen(x2) — Tv2) —m2lcos(x2)(Hv1 + m21sen(x2)v22) (173)
B m2m11% +J(m2 + ml) + m221%sen?(x2)

onde v1’ e v2' sdo func¢des que dependem de (¢,x1,x2,v1,12).

Escreva o comando bésico dado em (170) para resolver as equagdes (172) e (173):
ResolverEDONumericamente({x1’',x2',v1’',v2'},0,{x20,0,0,0},N). (174)

0 GeoGebra retorna as quatro curvas que correspondem a solu¢ao do problema, denominadas
itnl, itn2, itn3, itn4, sendo respectivamente a posi¢do do carro, a posicdo do péndulo, a
velocidade do carro e a velocidade do péndulo. Para visualizar estas curvas, basta clicar sobre

ela na janela de dlgebra que a representacdo grafica aparecerd na Janela de visualizacao.

Digite o parametro de tempo ¢ e faca as alteracdes nas configuracdes, isto €, no campo min

insira o valor 1, no campo max o valor N, e no campo incremento coloque N /Comprimento(itn2).
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Agora crie dois pontos X e Y, onde X representa a posi¢do do carro e Y a posi¢do do péndulo.
Em seguida, crie o ponto Z para auxiliar no desenho da animacdo, esse ponto representa o
complemento do pé€ndulo uma vez que Y esté localizado no centro de massa do péndulo. O

comando de cada ponto estd descrito abaixo:
t
X:< Pont ('t 1,—) ,0)
y(Ponto | itn N
t t
Y =X-— (lsen (y <P0nt0 (ith, N) )) , lcos <y (Ponto <itn2, N>>>> (175)
t t
Z=Y — <lsen <y (Ponto (itn2, —) >> , lcos <y (Ponto (itn2, —) ) >)
N N

onde X e Y representam as equacdes dadas em (146). Crie a haste do péndulo, neste caso serdo

dois segmentos f e 4. O comando para 0s segmentos sao:

f = Segmento(Y,X)

(176)
h = Segmento(Z,X)

Agora basta inserir o carrinho, para isto utilize a aba inserir imagem na barra de
ferramentas. Apds ajustar o tamanho, acesse as configuragdes e clique na aba Posi¢do, escolha a

op¢ao centralizar imagem e selecione o ponto central X.

Para realizar a anima¢do do movimento do sistema, crie dois botdes os quais serdo
atribuidos as a¢des de Pausar e Iniciar o movimento. Para isto, basta seguir os passos descritos

na secdo (3).

Além disso, insira as caixa de Campo de Entrada para que o usudrio insira valores para
as Condigoes Iniciais do Péndulo, Massa do carro, Massa do péndulo, momento de inércia e os
coeficientes de amortecimento do carro e péndulo. Na barra de ferramentas acesse a aba campo
de entrada, clique na janela de visualizacdo determinando sua posi¢ao, em seguida, escreva
a legenda Condicao Inicial do Péndulo e escolha a varidvel referente a ele na aba de objeto

vinculado, neste caso x20. Faca 0 mesmo para as outras variaveis.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo € apresentada algumas simulagdes no intuito de ilustrar e visualizar
o comportamento do sistema. Para isto, foram analisadas algumas situacdes distintas,
primeiramente, no applet do Péndulo com suporte livre e em seguida no applet do sistema

carro-péndulo.

4.1 SIMULANDO UM PENDULO COM SUPORTE LIVRE NO GEOGEBRA

No applet, o usudrio pode alterar os valores de massa do carro, do péndulo e as condi¢des

iniciais do péndulo no campo de entrada.

Na primeira situagdo, a massa do carro € igual a massa do péndulo, entdo considerando o
valor de m e M igual a 0,17 kg, e o péndulo em sua condicdo inicial igual a gmd . Ao iniciar o
movimento do carro e do péndulo eles realizam um movimento continuo e periddico de vai e vem.
Isto pode ser observado na animagdo do Applet Carro-pendulo () e também nos graficos da figura
(10). Estes graficos foram obtidos da solu¢do numérica do sistema de equagdes diferenciais ndo

lineares dadas em (140) e (142). A simulagdo numérica foi realizada pelo software GeoGebra.

' Ao inserir os valores decimais no GeoGebra sempre digite utilizando o ponto em vez da virgula
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Figura 10 — Posi¢o do carro e do péndulo na primeira situagéo
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Fonte: elaborado pela autora

Pela figura, nota-se que ha a conservacao da energia mecanica, pois apos um ciclo o
sistema retorna a mesma configuracao inicial. As linhas verticais na figura 10 s@o pra indicar o

inicio e fim de um ciclo.

Na segunda situac¢ao considere a massa do carro muito maior que a massa do péndulo.
Entdo, seja a massa do carro igual a 10 kg, do péndulo igual 0,01 kg e a condic¢do inicial do
péndulo a mesma do exemplo anterior. Ao iniciar a animagao observa-se que o carro fica parado
e o péndulo realiza seu movimento oscilatério. Esse resultado € esperado, pois no limite da
massa do carro tendendo a um valor muito grande obtém-se o péndulo simples. Isso pode ser
verificado, tanto na animacdo quanto na solucdo numérica das equagdes diferenciais fornecida

pelo GeoGebra. Veja a figura (11).
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Figura 11 - Posi¢ao do carro e do péndulo na segunda situacio
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Fonte: elaborado pela autora

Na terceira situagao foi considerada a massa do péndulo m igual a 0,17 kg, a massa
do carro M igual 0,57 kg e a condicao inicial do péndulo igual a 3, 14rad o que equivale a
aproximadamente 7. Ao iniciar a animagdo o carrinho e o péndulo realizam um movimento
oscilatdrio, no entanto, em alguns intervalos o sistema fica parado, retornando a fazer o mesmo
movimento, veja a figura (12) e a animagdo (APPLET CARRO-PENDULO, ). Isso ocorre porque

a posi¢do 3, 14rad estd proximo de 7, que € a posicao de equilibrio instdvel do péndulo.
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Figura 12 - Posi¢ado do carro e do péndulo na terceira situacao
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Fonte: elaborado pela autora

E importante frisar que se considerar a posi¢ao inicial do péndulo igual a zero tem-se

uma posi¢do de equilibrio estavel do sistema.

4.2 SIMULANDO UM CARRO - PENDULO NO GEOGEBRA

As simulacdes foram realizadas com os valores indicados na tabela (1), exceto os valores

de massa do carro e péndulo.

Na primeira simulacdo considere a massa do carro igual a 0,57 kg, a massa do Pé€ndulo
igual 0,17 kg e o péndulo com angulo inicial igual Eraal. Ao iniciar a animacdo o carro
desloca-se em um intervalo de zero a onze segundos e aproxima-se do repouso préximo ao
instante dez. Enquanto isso o péndulo oscila até atingir o equilibrio em 7 rad préximo ao
instante dezoito, como mostra os graficos das posicdes do carro e do péndulo na figura (13),
0 que também pode ser verificado na animacao Applet Sistema Carro-péndulo (). Do gréfico
vé-se que tanto o carro quanto o péndulo tem um comportamento semelhante a movimento do

oscilador harmonico amortecido.



57

Figura 13 - Posi¢éo do carro e do péndulo
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Fonte: elaborado pela autora

Estes graficos foram obtidos da solu¢ao numérica do sistema de equagdes diferenciais
nio lineares dadas em (165) e (167).

Outra situagdo € considerar a massa do carro igual a massa do péndulo, assim sendo
sejaml e m2 igual a 0,76 kg e a condicdo inicial do péndulo seja %rad, sendo o movimento do
péndulo no sentido hordrio. Ao iniciar o movimento o carro realizou um pequeno deslocamento
que durou aproximadamente 6 segundos e permaneceu em repouso, enquanto isso o péndulo
realiza um movimento de oscilagdo amortecida, atingindo entdo sua posi¢ao de equilibrio em 7.

As posig¢des do carro e do péndulo estdo representadas no grafico abaixo.
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Figura 14 — Posi¢éo do carro e do péndulo
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Fonte: elaborado pela autora

Agora, considere a massa do carro muito maior que a do péndulo, entio seja m1 igual a
10 kg, m2 igual a 0,01 kg com a posicao inicial do péndulo em Eraal . Ao iniciar a animagao,
o carro nao realiza nenhum movimento, enquanto o péndulo realiza movimento oscilatério
chegando ao repouso em 7. Neste caso tem-se um exemplo de péndulo simples amortecido,
pois ap6s um certo deslocamento o péndulo para de oscilar e permanece em sua posi¢ao de
equilibrio, o que difere da situacdo apresentada na secdo anterior onde o péndulo simples
permanece realizando o movimento oscilatério continuo. Isso pode ser observado na figura (10)

e na animacdo Applet Sistema Carro-péndulo ().



59

Figura 15 - Posi¢éo do carro e do péndulo
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Fonte: elaborado pela autora

E importante mencionar que quando a condigdo inicial do péndulo for zero o sistema
fica estavel, isto €, ndo ha nenhum movimento, como ocorre no applet do Péndulo sem forcas
externas. Além disso, se considerar a posicao inicial do péndulo igual a 7, tem-se uma posicao
de equilibrio estdvel do péndulo, pois os coeficientes de amortecimento impede que ele realize o
movimento de oscilacdo continuamente, ou seja, com o passar do tempo o movimento tende a

parar.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O software GeoGebra é uma excelente ferramenta de ensino, além de tantas outras
funcionalidades, ele permite desenvolver modelos, simulagdes e animacdes de sistemas fisicos.
Diante disso, o objetivo deste trabalho foi construir uma atividade interativa no GeoGebra dos

sistemas dinamicos Carro-péndulo sem forcas externas e do Carro-péndulo com amortecimento.

De fato, o GeoGebra resolveu as equacdes diferenciais nao lineares dos sistemas
dindmicos aqui descritos, no entanto, hd um ponto negativo na solu¢do numérica destas equacdes

dadas pelo software que € o fato de nao fornecer uma estimativa de erros da solucao.

Nos cursos classicos sobre o formalismo Lagrangeano, nas solu¢des dos exercicios
normalmente é feita até a parte de obter as equacdes diferenciais ndo lineares e nao é possivel
imaginar qual seria a solucdo analitica destas equagdes, no entanto o GeoGebra € uma ferramenta
que possibilita o aluno a visualizagdo das solugdes dessas equacoes. Além disso, a construcao
de atividades interativas no software pode contribuir para o ensino e aprendizagem dos alunos
que estudam este conteido, como graduandos do curso de Fisica, de matematica, estudantes
do curso de engenharia da computagdo e entre outros, uma vez que essas animagdes podem
proporcionar o desenvolvimento de diversos aspectos que fazem parte desse processo de ensino
e aprendizagem, dentre eles, a visualizacao do comportamento do sistema, interpretar o que
representam as curvas solugdes de uma EDO, a criagdo de hipdteses, investigacdes e observagoes
acerca do que estd sendo estudado. Para tanto, espera-se que os applets desenvolvidos neste
trabalho possam contribuir de forma significativa para a compreensao do estudo de movimentos

oscilatorios.

As equagdes de movimento dos sistemas foram obtidas considerando a forca externa de
impulso F igual a zero. Como sugestdo para trabalho futuro € incrementar essa forca de impulso
no GeoGebra. Outra sugestdo € fazer uma comparagdo das solu¢des numéricas das equacdes
diferenciais nao lineares obtidas no GeoGebra com as solu¢des numéricas dadas pelo software

matematico Octave que também fornece solucio de sistemas ndo lineares.
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APENDICE A - COMANDO DO GEOEGBRA PARA RESOLVER NUMERICAMENTE
AS EQUACOES DIFERENCIAIS

No GeoGebra os comandos que resolvem as equacdes diferenciais sdo atualmente
baseados em métodos numéricos de Runge-Kutta. Estes métodos sdo eficaz e amplamente
utilizado para resolver os problemas de valor inicial de equacdes diferenciais. (ARENALES;
DAREZZO0, ) comenta que ele possui "a vantagem de evitar o célculo de derivadas de ordem

elevada", pois isso exige um esforco computacional consideravel.

Foram realizadas buscas pela internet no intuito de encontrar mais sobre o metédo
que o GeoGebra utiliza no comando ResolverEDONumericamente, em inglL.és, NSolveODE
CommanD, no entanto, nao foi localizado um manual explicito com tal explica¢io, porém no
site ! foi comentado que o comando NSolveODE utiliza 0 método DormandPrince54Integrator.
E explicado que este é um integrador de Runge-Kutta incorporado de ordem 5 usado no modo de
extrapolagdo local (ou seja, a solucdo € calculada usando a férmula de ordem alta) com controle

de tamanho de etapas (e inicializa¢do automadtica de etapas) e continua.

! https://www.reddit.com/r/geogebra/comments/k3i3b8/what,umerical,,ethod oes he,solveode.ommand /
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