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RESUMO

Neste trabalho busca-se como principal objetivo desenvolver um modelo matematico que
possa ser utilizado como ferramenta no controle de vazao em colunas de extracao mineral.
O modelo desenvolveu-se a partir da analise de dados obtidos em ensaios de lixiviagao de
minério de cobre oxidado em colunas de extracao mineral, sendo, portanto um método
empirico. Analisou-se a variacao da altura do fluido lixiviante em funcao tempo. Através
da aplicacao de elementos matematicos, em particular, a Transformada Inversa de Laplace
foi possivel desenvolver um modelo para ser utilizado no controle de vazao em colunas,
com i8so torna-se possivel estimar o tempo 6timo de contato entre o fluido lixiviante e o
minério. O modelo proposto servira como suporte a futuros trabalhos voltado a exploracao
de minérios via lixiviagao, e para o dimensionamento de colunas de extragao mineral. Os
resultados desse trabalho podem servir de base para que futuramente aprofundem-se os
estudos voltados para o aproveitamento de minérios de baixo teor, com isso, espera-se ser
possivel obter uma reducao nos custos operacionais provenientes da extragao de minérios

com essas caracteristicas.

Palavras-chaves: modelagem; coluna de extracao; cobre oxidado; transformada Inversa

de Laplace.



ABSTRACT

This work seeks to be the main objective to develop a mathematical model that can be
used as a tool to control flow in columns of mineral extraction. The model was developed
from the analysis of data obtained from leaching tests of oxidized copper ore in mineral
extraction columns, and therefore an empirical method. We analyzed the variation of
the height of the fluid due to leaching time. Through the application of mathematical
elements, in particular the inverse Laplace transform has been possible to develop a model
that can be used to control flow in columns, it becomes possible to estimate the optimal
time of contact between the fluid and ore leaching. The proposed model will serve as
support for future work aimed at exploitation of minerals via leaching, and the sizing of
columns of mineral extraction. The results of this study can serve as a basis for future
deepen the studies focused on the use of low-grade ores, it is expected to be possible to
obtain a reduction in operating costs resulting from the extraction of minerals with these

characteristics.

Keywords: modeling, extraction column; oxidized copper; inverse Laplace transform.
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1 INTRODUCAO

O cobre é um dos metais mais importantes industrialmente, de coloragao aver-
melhada, ductil, maleavel e que apresenta alta condutibilidade elétrica e térmica, ponto
de fusio a 1083 °C e densidade correspondente a 8,96g/cm?(a 20°C). E utilizado, atu-
almente, para a produgdo de materiais condutores de eletricidade (fios e cabos), e em
ligas metalicas como latao e bronze. Entre as suas propriedades mecanicas destacam-se
sua excepcional capacidade de deformacao e ductibilidade. A flexibilidade do uso e alto
indice de recuperacao ao final do seu ciclo de vida lhe conferem superioridade em relagao

a materiais similares e sdo responsdveis pela sua larga utilizagao. [2]

A Provincia Mineral de Carajas possui um grande potencial para produzir cobre.
Diversas jazidas foram descobertas como Sossego, Alvo 118, Salobo, Aleméao, Pojuca,
Serra Verde, Cristalino e Aguas Claras. Alguns concentrados de cobre presentes nesses
depdsitos possuem caracteristicas mais favordaveis a processos hidrometalirgicos, como é
o caso do minério oxidado, presente em cerca de 60 % das jazidas existentes na Serra
dos Carajas. Atualmente, porém este cobre alterado é considerado residuo da exploracao,
pois devido o seu baixo teor o custo de sua extragao é pouco eficiente e economicamente
inviavel, sendo atualmente descartado em pilhas de rejeito. A hidrometalurgia tem a
vantagem de necessitar de pequenos investimentos e ter baixo custo de operacao, quando
comparada com a pirometalurgia, além de reduzir os impactos ambientais provenientes
das descargas de SOs na atmosfera. Frente as vantagens dos processos hidrometalirgicos
e ao desafio de pesquisar condigoes favoraveis para a recuperagao do cobre oxidado via
lixiviacao tendo em vista a grande utilidade deste mineral e a esgotabilidade das jazidas
de minérios, torna-se fundamental o desenvolvimento de pesquisas e tecnologias mais
competitivas, a fim de utilizar-se este cobre como matéria-prima no mercado nacional e

internacional de metais.

Conceitualmente, um modelo matematico ou simplesmente modelo, pode ser apre-
sentado como uma representacao de um sistema real, o que significa que um modelo deve

representar um sistema e a forma como ocorrem as modificagoes no mesmo. [14]
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Os modelos matematicos podem ser mecanisticos ou empiricos. O modelo me-
canistico pode ser construido pela visao da estrutura do sistema, dividindo-se o sistema
em varias componentes e tentando entender o comportamento de todo o sistema através
de cada parte e através das interagoes que ocorrem com as partes. O modelo empirico
consiste em primeiramente ver os dados experimentais, possivelmente fazendo alguma
andlise dos dados e tentando fazer alguma suposicao inteligente na forma de conjunto de
equacoes ou mesmo através de explicacoes intuitivas, que poderao ser usadas como um

modelo matemdtico e com os dados de uma forma conveniente. [6]

O objetivo central deste trabalho é propor um modelo matematico capaz de prever
a altura 6tima do fluido na coluna de lixiviacao. Desta maneira é possivel estimar o tempo
de contato entre o agente lixiviante e o minério. Logo, é possivel controlar o tempo de
residéncia suficiente para saturar o meio fluido criando uma vazao de entrada e saida.
Assim, pretende-se avancar nos estudo da lixiviacao do minério de cobre com solugoes de
acido sulfurico (H250y), com propdsito de contribuir para a otimizacao do processo de

lixiviagao em colunas.

Com relagao a organizacao deste Trabalho de Conclusao de Curso TCC, optou-
se por uma distribuicao e organizacao de contetidos relevantes ao desenvolvimento do
trabalho. A introducao comeca abordando a importancia do cobre para o uso industrial,
destacando o grande potencial produtivo da Provincia Mineral de Carajés, e sua tendéncia
futura de producao de cobre via processos hidrometalirgicos para o minério de cobre

oxidado.

O capitulo 3 fala sucintamente da filtragem, o tema é conduzido até se obter uma
deducao para a equacgao da filtragm. Na parte de escoamentos, no 3° capitulo, foca-se
em escoamentos em leito fixo, descrevendo escoamento em regime laminar e em regime
turbulento. O balanco material, tema imprescindivel para os objetivos desse trabalho é
abordado no fim do capitulo. No capitulo 4, desenvolveu-se o0 modelo matematico proposto
e a metodologia de solugao, objetivo central do trabalho. O capitulo 5 é dedicado ao
calculo das constantes e a andlise e discussao dos resultados. Finalmente, na sequéncia, a

conclusdo fecha o trabalho.



2 FILTRAGEM

A filtragem é uma das aplicagoes mais comuns do escoamento de fluidos através
de leitos compactos. A operacao industrial é andloga as filtragoes realizadas em um
laboratorio, que utilizam papel de filtro e funil. E uma operacao que pode ser denominada
como a separacao de particulas sélidas presente em um fluido atravessando um meio
filtrante onde os sélidos se depositam. O fluido (um liquido ou um gés ) circula através

do meio filtrante em virtude de uma diferenca de pressao no meio. [§]

Em filtragens industriais o conteido de sélidos pode variar de tragos a uma per-
centagem elevada. O fluido circula através do meio filtrante em virtude de uma diferenca
de pressao no meio. Este aspecto classifica os filtros como aqueles que operam com alta
pressao sobre o meio, 0os que operam em pressao atmosférica e os que operam a baixas
pressoes (vacuo). Pressoes acima da atmosférica podem ser conseguidas por agao da forga
da gravidade atuando sobre uma coluna de liquido, por meio de bombas e compressores,

bem como pela agao da forga centrifuga. [9]

2.1 Equacao da Filtragem

1 a resisténcia do meio ao fluxo do fluido aumenta com o passar

Na filtragem,
do tempo a medida que o meio filtrante vai sendo obstruido ou quando se forma uma
torta. As principais magnitudes de interesse sao a velocidade do fluxo através do filtro
e a queda de pressao na unidade. A medida que o processo ocorre, diminui a velocidade
do fluxo ou aumenta a queda de pressao. Na chamada filtragao a pressao constante,
a queda de pressao permanece constante e a velocidade do fluxo vai diminuindo com o

tempo. Menos frequente é o aumento progressivo da pressao para obter uma filtragao a

velocidade constante.

A partir desses fatores fundamentais obtém-se uma expressao envolvendo constan-

1A demonstracdo da equacdo da filtragem apresentada nesse capitulo foi obtida e adaptada da secao

A teoria simplificada da filtragao. Referéncia [1]
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tes que podem ser determinadas experimentalmente. As equagoes de projeto sao desenvol-
vidas a partir de ensaios em escala reduzida. A velocidade de operacao é dada pela relagao:
Fp

V= (2.1)

com:
V' = Velocidade
Fp = Forca propulssora;

R =Resisténcia.

A forga propulsora (Fp) é a soma da queda de pressao na torta e no meio fil-
trante. As resisténcias (R), podem ser consideradas em série e desta forma teremos uma
resisténcia da torta e uma do meio filtrante. A resisténcia da torta varia com o tempo
devido ao aumento de sua espessura e a resisténcia do sistema (meio filtrante + canais do
filtro) permanece constante ao longo do processo. Para o equacionamento da equagao de

filtracao sera considerado o processo de filtracao com formagao de torta incompressivel.

Para o Calculo de AP, (resisténcia da torta), admite-se fluxo unidimensional e

velocidade constante.

dv

— =0 2.2

T (2.2)
Considerando a Lei de Darcy para o escoamento de um fluido em um meio poroso

e baseando-se principalmente na queda de pressao do sistema, tem-se:

dPy

1l _F 2.3

dr k'~ 23)
Onde dP; é a queda de pressao através da torta e k é a permeabilidade da torta.

Nestas condigoes a massa de sélidos (dm) na camada da torta é:

dm = (1 — €)Adxps (2.4)

Onde:
ps = massa especifica dos solidos;
A = drea;

¢ = porosidade do meio poroso.
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Rearranjando,
dx = ﬂjlﬁ (2.5)
Substituindo 2.5 em 2.3 temos,
ip—— 1y (2.6)
kps(1—¢) A
Consideremos «, a resistividade especifica da torta (m/kg), se:
‘- ffps(l1 —¢) 2D
Entao:
dpP, = a%dm (2.8)
Integrando:
AP, = a%m (2.9)
Analogamente, para AP,, (resisténcia do sistema) tem-se:
% = %,, (2.10)
Onde dP; é a queda de pressao através do filtro
Integrando 2.10:
AP, = %Lm (2.11)
onde Lm, espessura do meio filtrante é constante. Como,
R, = LTm (2.12)
com R,, = resisténcia do meio filtrante.
Logo,
AP, = uvR,, (2.13)
A queda total de pressao (AP) é expressa pela equagao abaixo:
AP = AP, + AP, (2.14)

Substituindo as equacoes 2.9 e 2.13 em 2.14 temos:

AP = pv (% + Rm> (2.15)
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Seja, ¢, = concentracao da suspensao, entao:

m  massa de solidos na suspensao

=— = 2.1
“=7 volume de filtrado (2.16)
1 dV
=— — 2.1
YT A d (2:17)
Substituindo 2.16 e 2.17 em 2.15,
acsV 1 dV
AP = | —— m | = —— 2.1
( A h ) A (2.18)
Rearranjando, obtém-se a equacao fundamental da filtracao.
dv 0 acgV
7%~ AAD ( P -I—Rm) (2.19)

Considerando a filtracao com pressao constante podemos, separar os termos e
introduzir as constantes K, e B desta forma:

&V _ pea il
dt — A2AP AAP

— K,V+B (2.20)

Onde as unidades no SI para K, sdo s/m® e para B s/m?>.

HesQr

pRy,

Para filtracao a pressao constante, a é constante (torta incompressivel) e V' e t sao

as Unicas variaveis da equacao 2.20

Separando as variaveis em 2.20 e integrando:
t v
/ dt :/ (K,V + B)dV (2.23)
0 0

K,
t= 7%2 + BV (2.24)

Dividindo a equagao 2.24 por V tem-se:

t K,
—_ = — B 2.2
v 5 v+ (2.25)

Para determinar os valores de a e R,, utiliza-se a equagao 2.24. Com os dados

. . = _ge At o di = Nths ' -
experimentais de V' em vdrios tempos ¢, plota-se 5 = &> versus V = =2 e ajusta-se

a melhor reta tal que K, = tg(6)
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At/AV(s/m?)

b
-

0 V(m?)

Figura 2.1: V experimental em varios tempos
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3 ESCOAMENTOS

Baseados em diferentes critérios os escoamentos de fluidos podem ser classificados
em varios tipos. Pode-se ter, por exemplo, escoamentos estacionarios ou permanentes que
sao aqueles cujas grandezas como velocidade e pressao nao variam com o tempo. Caso
contrario, eles sao ditos transientes ou nao permanentes. Uma outra classificagao foi pro-
posta nos meados do século XIX, por Reynolds [8]. Ele verificou experimentalmente a
existéncia de dois tipos de escoamentos, o laminar e o turbulento. Escoamento laminar
é idealizado como aquele no qual camadas muito finas, ou laminas, de fluido parecem
escorregar umas sobre as outras havendo somente troca de quantidade de movimento
molecular. J& o escoamento turbulento é aquele no qual as particulas de fluido individu-
ais apresentam um movimento desordenado, isto é, a velocidade apresenta componentes
transversais ao movimento geral do conjunto ao fluido. Neste ponto, deve-se salientar
que laminar ou turbulento nao sao caracteristicas do fluido, mas um estado em que ele se

encontra devido as condicoes do escoamento.

A natureza de um escoamento, isto é, se laminar ou turbulento e sua posicao
relativa numa escala de turbuléncia ¢ indicada pelo nimero de Reynolds (Re). O nimero
de Reynolds, parametro adimensional, ¢ a relagao entre as forgas inerciais (F;) (devido a
velocidade) e as forgas viscosas (F),), podendo ser escrita como:

_ZE oy o
>y K

onde p é a densidade e p a viscosidade do fluido. L e V' sao comprimentos e velocidades

Re

caracteristicas do escoamento, e dependem do problema em estudo. Para dutos circulares

de diametro D, temos:
~ pLD

I

Re (3.2)

A magnitude do nimero de Reynolds indica a importancia para o escoamento das
forcas inerciais (Re > 10) e das forgas viscosas (Re < 1). Quando Re > 1, as forgas
viscosas sao importantes somente nas regioes adjacentes as superficies sélidas, devido a
presenga da camada limite ( fina regiao ao redor da superficie de corpos em movimento

v

imersos em fluido na qual o gradiente de velocidade g normal a superficie do corpo ¢
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significativo). De acordo com [3], ndo é possivel definir precisamente as faixas de nimeros
de Reynolds que indicam se o escoamento é laminar, de transicao ou turbulento. Nos
projetos de engenharia os seguintes valores sao apropriados: o escoamento num tubo é
laminar se o nimero de Reynolds é menor que aproximadamente 2100; o escoamento é
turbulento se o nimero de Reynolds é maior que 4000. Para nimeros de Reynolds entre
estes dois limites, o escoamento pode apresentar alternadamente e de um modo aleatorio,

caracteristicas laminares e turbulentas (escoamento de transigao).

3.1 Escoamento em Leito Fixo

O desenvolvimento de uma descri¢ao analitica para o escoamento de um fluido é
baseado nas leis fisicas relacionadas com o escoamento, expressas em forma matematica
adequada. As equagoes que descrevem o escoamento em um meio poroso ou em leito fixo

serao descritas a seguir.

Entrada dafase liquida

---w Fecheio

p Suporte para o recheio

Saida dafaselignida

Figura 3.1: Leito fixo ou coluna de recheio

Fonte: UFSC - Depto. de Eng®. Quimica - Adaptada

O primeiro trabalho experimental de escoamento em meios porosos foi feito por
Darcy, em 1830, no qual constatou que para escoamentos laminares a taxa de fluxo é
proporcional a queda de pressao (AP) e inversamente proporcional a viscosidade (1) e ao

comprimento (AL).
4k A
V== AL (3.3)

onde ' é a velocidade superficial, p a viscosidade do fluido e k a permeabilidade do
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material. A equacao ajusta-se a baixas vazoes, entretanto a complexidade do escoamento
através de solidos particulados e a diversidade de situagoes praticas permitiu o uso de

relacoes previamente deduzidas para avaliar perdas por atrito em tubulagoes.

3.2 Escoamento em Regime Laminar

Para determinar as caracteristicas do escoamento em leitos empacotados usaremos
algumas relagoes geométricas relativas as particulas que o compde. A porosidade (&) em

um leito empacotado é definida de acordo com a relagao:
e = volume de vazios no leito/volume total do leito

A superficie especifica da particula (a,) em m™' e definida como:

a, = — (3.4)

onde S, é a drea de superficie da particula em m? e V}, o volume da particula em m?.

Para particulas esféricas tem-se que:

6
L= — 3.5
“=D, (8:5)

Considerando o diametro efetivo (D, = 6/a,,) para leitos empacotados com particulas

nao esféricas e que a fracdo de volume das particulas no leito é igual a (1 — ¢) tem-se:

6
a=a, - (1—¢)— (1—¢) (3.6)

Dp
onde a é a razao entre a superficie total do leito e o volume total do leito. A veloci-
dade intersticial média (v) em m/s esté relacionada com a velocidade superficial ' que

considera a sec¢ao transversal do leito sem o material de empacotamento.

J — ey (3.7)

O raio hidraulico ry pode ser definido como a razao entre a area da secao trans-

versal disponivel para o escoamento e o perimetro molhado.

volume de vazios / volume do leito
superficie molhada / volume do leito

g =
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volume de vazios disponivel para o escoamento
superficie total molhada dos sdlidos

rg =

rg = c (38)

a
Combinando as equacoes 3.6 e 3.8:

= i) (39)

Uma vez que o diametro equivalente (D) é igual a 4 x rH, o numero de Reynolds

para um leito empacotado, utilizando as equagoes 3.7 e 3.9, pode ser escrito como:

(4ry)vp 4e v op 4 Dyv'p
Np, = _ D, _ .
i 6(1—c¢) e-p 6(l—¢) u

(3.10)

Para leitos empacotados Ergun, em [13] definiu o Ng, de acordo com a equagao

acima sem a fragao 4/6; logo.
D,v'p
p(l—e)

Para escoamento laminar podemos combinar a equacao de Hagen- Poiseuille! que

NRe,p - (311)

relaciona a queda de pressao com a velocidade média em tubos horizontais com as equagoes

3.9 e 3.7, desta forma:

O 32uvAL 32u(V/e) AL 72u AL (1 - ¢)?

AP = = 3.12
D2 (4ry)* e3D? (3.12)

O valor correto de AL é maior devido ao percurso tortuoso, e o uso de raio
hidrdulico prediz valores de v’ maiores. Em [9] e [13], experimentos indicam uma cons-
tante cujo valor deve ser igual a 150, resultando na equacao de Blake-Kozeny para fluxo
laminar, onde a porosidade < 0,5 e Nge,, < 10; logo;

_150p- VAL (1—¢)?
B D? g3

AP (3.13)

Com:
AP =queda de pressao no leito;

AL =comprimento do leito;

LA equacio Q = 7 D*AP/128uL foi derivada experimentalmente e independentemente pelo engenheiro
hidraulico alemao Heinrich Ludwig Hagen (1839) e pelo médico francés Jean Louis Marie Poiseuille (1838),

apud [4].
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€ = porosidade ou fracao de vazios;
1 = viscosidade do fluido;
v = velocidade superficial do fluido;

D,, = diametro efetivo da particula.

3.3 Escoamento em Regime Turbulento

Para escoamento turbulento as perdas por energia cinética podem ser calculadas a

partir da equagao deduzida para determinar a queda de pressao em tubos.

ALv?

APp=4fp—5

(3.14)

Substituido as relagoes para a velocidade superficial e o raio hidraulico tem-se:

3f - p(v)*-AL-(1—¢)
D, &3

AP =1,75 (3.15)

Considerando o escoamento turbulento o fator de friccao alcanca um valor cons-
tante. Dados experimentais indicam que 3f = 1,75. Desta forma a equacao para esco-
amento turbulento Ng. > 1000, denominada equagao de Burke-Plummer [8], e pode ser
escrita da seguinte forma.

(V)2 AL-(1—¢)
D, -3

AP =1,752 (3.16)

A equacao semi-empirica de Ergun, valida para os regimes Laminar e Turbulento

AP p' - (1—e)? p()? - (1—¢)
50— 41 1
AL 0T PLTT (3.17)

p

O primeiro termo da equagao de Ergun é predominante para o regime laminar,
enquanto que o segundo tem maior importancia para valores mais elevados de Reynolds,

devido ao termo quadratico de velocidade superficial.

De maneira geral, pode-se descrever o comportamento de um Leito Fixo ajustando-

se a forma da equacao abaixo aos dados experimentais.

AP / !
Rp = ()" (3.18)
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A figura 4.2 ilustra a curva interpolatriz que se obtém plotando-se os dados experi-
mentais provenientes de vérias fontes com a coordenada [(—AP)g.D,/LpVine][*(1 — €)]

em funcao do nimero de Ng./(1 — ), mais detalhes podem ser consultados em [§].

—_ N
Ak = -
Sy \\ 3
b~ 30 1 .
5|3 S |
TS 2 P2y +
2 ' '
N |
g 10 - N ——— ?
g NS :
o E \‘ -~ =y P H
o e = = {
E 4 ; ,\‘hq;\ t
S ' ; -
g =
w 2 — et .
Burke : Plummer
10 | |
1,0 2 3 4 567810 20 40 50 100 200 400 1000
N.Rrp

Figura 3.2: Queda de pressao no escoamento através de leitos compactos

Fonte: Foust, A. S. - Principio de Operagoes Unitarias, pg.565

Existem trés variaveis muito utilizadas em relacao ao escoamento de um fluido que
por conveniéncia serao definidas agora. A primeira é a vazao, que representa o volume de

fluido que atravessa uma secao reta por unidade de tempo.

Q= = = Av (3.19)

onde v é a velocidade, em m/s, e A é a drea, em m?. A segunda é a vazdo mdssica, ou
descarga, que é a quantidade de massa de fluido que cruza uma se¢ao reta por unidade

de tempo.

Qm=—=prA (3.20)

onde p é a massa especifica, em kg/m?. E por tltimo, o fluxo que representa a quantidade

de uma grandeza fisica que cruza uma dada area por unidade de tempo.
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3.4 Balanco Material

Na sua forma mais simples, o balanco de massa ou balango material nada mais é
que a contagem das unidades de massa envolvidas. A lei da conservacao da massa afirma
que a massa total de todas as substancias que tomam parte num processo se mantém
constante. Embora existam excecoes a essa lei em reacoes e processos nucleares, a lei é

véalida para os objetivos da engenharia. (8]

Entrada de massa — Saida de massa = Acumulagao de massa (3.21)

Desta equacao uma outra pode ser implementada através de um balango diferencial,
que é aplicavel em um determinado instante do Processo. Supondo o componente A
(acumulagao de massa) envolvido em um processo e considerando ¢., (kg/s) e qs (kg/s) as
taxas de entrada e saida do componente através dos limites do sistema, pode-se assumir

que as variaveis q., e g5, podem variar com o tempo.

Pode-se entao escrever o balanco para um periodo de tempo variando de t até
t + At, supondo uma pequena variacao de At onde as quantidades de ¢,, e g5, podem ser

consideradas constantes. Desta forma os termos do balan¢o podem ser calculados:
entra = q.(kg/s) - At(s) (3.22)
sai = qs(kg/s) - At(s) (3.23)

Pode-se supor também que a massa de A no sistema muda em uma quantidade

Am (kg), desta forma a equagao de balanco pode ser escrita como:

Am = (g — qs) At (3.24)

Dividindo a equagao por At e aproximando-o de zero, tem-se que a razao Am/At
se torna a derivada de m com relagao a t (dm/dt) logo, a equagao pode ser escrita como:

dm
=g, — s 3.25

il ' (3.25)
Nesta equacao geral de balanco m ¢é a parcela da quantidade balanceada no sistema

e os dois termos a direita na equacgao sao taxas que podem variar com o tempo. Quando

a densidade for constante o termo de acumulacao pode escrito da seguinte forma:

dm  d(pV) av
A cumulo) — - = pP— 3.26
(Actimudo) =~ 14 a at (3.26)
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A equagao aplicada a um sistema continuo em estado estacionédrio determina que

m seja constante indicando que a derivada é igual a zero, logo:

E—S=A (3.27)

Entretanto, se qualquer termo varia com o tempo, a derivada ao lado esquerdo
da equacao permanece como parte da equacao. Logo a equacao de balanco para um
sistema em estado nao estacionario a um determinado instante de tempo sera uma equacao

diferencial.
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4 MODELO MATEMATICO E
METODOLOGIA DE SOLUCAO

Inicialmente, considerou-se o balango material aplicado a um processo continuo em

regime estaciondrio nos termos da equagao 3.27
E—-S5=Ac

A figura 4.1 ilustra o esquematicamente o processo de lixiviacdo em colunas. A
bomba de vazdo (1) injeta o fluido lixiviante, mantendo em (2) uma vazao de entrada

constante. O fluido percola o leito o leito poroso em (3), a vazao de saida ocorre em (4).

Vazdo de entrada q.

1O :
W

Bomba devazdo

4+ 3. Leito Poroso,20cm.

Vazdo de saida g

Figura 4.1: Diagrama esquemdtico (lixivia¢ao em colunas)

Supondo na alimenta¢ao uma vazao de entrada ¢.(L/s) e densidade de corrente

pe(g/L) tem-se:

L. Entra (g9/s) = q.(L/s) - pe(9/L)

2. Sai (g/s) = qs(L/s) - ps(g/L)
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3. Acumulo (g/s) = dm/dt = d(psV)/dt

Dai:
d(psV
V) — (0 (p0) - (00 (a) ()
Resolvendo:
dps dV
s—5, — FPele — Ps{s 4.2
th+pdt Pee — Psq (4.2)

Considerou-se nao haver variacao substancial na densidade antes e apds o processo,

dp/dt = 0. Portanto a equagao fica:

dV
s — Pefe s{s 4.
Ps—r = Pelle = Psd (4.3)

Com a consideragao que p, = ps = % = Qo — (s

Ou seja: ¢ — qs = %—‘t/, equivalentemente:

cADH (1)

= (4.4)

Qe — 4s =

Onde ¢ é a porosidade do meio. Para as condicoes de escoamento em colunas em-
pacotadas, é razoavel considerar uma resisténcia para qs. Tal resisténcia R é diretamente
proporcional a altura H, logo:

A(t) H{)

= .= 4.5
G5 =~ = 6= o (4.5)
Substituindo 4.5 em 4.4, tem-se:
H(t cAOH (t
"¢ () _ (t) (4.6)

R ot

Aplicou-se a definicao da Transformada de Laplace no segundo membro da equacao

4.6, e em seguida fez-se o produto de ambos os membros da equagao por %, obtém-se:
R cAR
—q.— H(t) = H(t)s 4.7
5 (t) 5 (t) (4.7)
equivalente a:
R (&?AR —
—Qe = s+ 1) H (s 4.8
5 5 () (4.8)
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e, em funcao de H(s), com ¢, constante;

R/ .
eAR ¢

( 3 ST 1)

Da analise dimensional na equacao 4.5, = R =

AR=m? L = h. Fezse h =%

m

H(s) = (4.9)

= = #, logo o termo

H _m__
qs m3/h

A definigdo de Fungao degrau unitdrio permite definir a fungao f(¢) = a, com

a<t<oo= f(t) =% (pertubacdo passo unitdrio)

/
f(t)

a

=
A

Figura 4.2: Funcao passo unitario

Substituiu-se ¢ = ¢. ¢ AR = £ na equagao 4.9, entao:
R/¢ a
s

T

(4.10)

equivalente a:

_ aR 1
H(s) = 5 <W> (4.11)
donde,

H(s) = z; : (S (J%)) (4.12)

onde H(s) é funcdo de t no dominio da frequéncia.

Aplicou-se a linearidade da Transformada de Laplace. A finalidade é fazer a con-

versdo da funcdao H(s) para uma forma j& conhecida. Assim:

H(s) = ST}; (% (1 - esi‘%t>> (4.13)
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Com a = é, = % = E%, simplificando 4.13

- alR ELL -2t )
H(s) = T (1 —e =2 4.14
0=z (5 ) )

obtém-se a funcio H(s) no dominio do tempo.
H(s) = L (1 - e*ei‘?zt) (4.15)
¢
Figura 4.3: H(s) no dominio do tempo

aR

H(s) no dominio do tempo, quando t =0 = H(s) =0 e parat = oo = H(s) = &

¢
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5 Estimativa das Equacoes de Regressao

Tomou-se a equacao 4.15 que representa a altura do fluido na coluna em funcao

do tempo t. Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equagao, fica:

— R
In(H(s)) = ln% + bx (5.1)
Onde bx = In (1 — e’ﬁ"). E o problema original de encontrar o ajuste! do

conjunto de valores da tabela 5.1 para a fungao 4.15 passa a ser o problema de ajuste

linear do conjunto de dados {{z;,inf;}}._,.

Os dados praticos utilizados para estimar as equagoes de regressao foram obtidos
no Trabalho de Conclusao de curso (TCC) de Ferraz Neto, W. S. Disponivel em [7], e
estao ilustrados na tabela 6.1. As colunas: britado + aglomerado, britado e aglomerado,
ilustram os dados obtidos diretamente na coluna de extracao mineral. Onde: V = vazao

de saida, H = altura do fluido na coluna e T = tempo.

As equagoes de regressao foram estimadas por analise de regressao linear no apli-

cativo Minitab 16. Seguem:

Aglomerado + Britado:
In(h) =2,71 4 0,00241x (5.2)
tomando o antilogaritmo nas constantes:

In(h) = 15,48 + 1,00241z (5.3)

Britado:
In(h) = 2,59 4 0,00421x (5.4)

tomando o antilogaritmo nas constantes:

In(h) = 13,330 + 1,00428x (5.5)

1Os dados para ajuste sao {{z;, f;} }—,, onde o conjunto X = {z;},_, é utilizado para definir o produto
interno (-, -)x. Se f for conhecida, f; = f(z;), caso contrdrio f; é um dado de entrada no problema de

ajuste.
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Aglomerado:

In(h) = 2,231 40,0155z (5.6)

tomando o antilogaritmo nas constantes:

In(h) = 9,31 + 1, 0156z (5.7)

Verificou-se nos resultados, que ao se confrontar os dados praticos com a equacao

4.15 haveria a necessidade de se introduzir uma constante de ajuste.

Tabela 5.1: Dados experimentais: vazao, altura na coluna e tempo

Brit. + Aglo. Britado Aglomerado

V| H T | V| H T | V| H T

0.8 4.00 6.00 | 0.3 4.00 5.00 |42 4.00 6.00
1.3 8.00 8.00]|13 800 7.00 42 8.00 7.00
1.6 12.0 9.00 | 1.7 12.0 8.00 | 4.2 12.0 8.00
1.1 16.0 10.0 |24 16.0 11.0|4.2 16.0 9.00
0.2 20.0 11.0|26 20.0 13.0]04 20.0 23.0
1.8 26.3 21.0(3.1 240 23.0|0.5 21.5 33.0
23 29.0 31.0|34 245 33.0]03 225 43.0
24 283 41.0|3.3 243 420103 229 53.0
2.7 285 51.0(3.0 238 62003 234 63.0
2.3 235 71.0(29 225 82001 24.0 83.0
2.1 225 91.0 (24 214 102 | 0.1 24.0 103

2.1 228 111 |23 200 122 | - - -
2.0 22.0 131 |23 20.7 142 | - - -
2.0 215 151 |23 200 162 | - - -
20 205 171 | - - - - - -
2.0 203 191 | - - - - - -
2.0 20.0 211 | - - - - - -

Fonte: Ferraz Neto, W. S. (2013)

Os coeficientes da equacao 4.15, foram obtidos através da relagao linear que ha

entre os coeficientes das equacgoes de regressao e as coordenadas de seus pontos.
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A saber;

1. Aglomerado + Britado
Da equagao 5.3 vem; 15,48 - &% = 20 = ¢f = 1,29199

= -2 =1,00241

2. Britado
Da equacao 5.5 vem; 13,330 - % =20 = % =1,50037
= 2 =1,00428

3. Aglomerado

Analogamente, da equagao 5.7 vem; 9,31 - “T? =24 = %‘2 = 2,57787

¢ _
= £ =1,0156

5.1 Calculo das Constantes do Modelo

O médulo de coluna utilizado possui 10 cm. de diametro interno, logo sua drea A =

= 0,00785m?2. Sabe-se que AR = h = £, entao:

1. Aglomerado + Britado. Para uma altura h = 0,20m. e ¢ =0, 5;

AR=h= R =25,478n""e ¥ =0,20m
2 =1,00241 = ¢ = 0,10024m
ot =1,29199 = a = 0,00508m"

2. Britado. Para uma altura h = 0,20m. e ¢ =0, 5;
AR=h= R=25478m""1e ¥ =0,20m
2 =1,00428 = ¢ = 0,10043m
ot = 1,50037 = a = 0,0059m

3. Aglomerado. Para uma altura h = 0,24m. e e = 0, 52;
AR=h= R=30,573m 1 e £ =0,24m
2 =1,0156 = ¢ = 0,12675m

%% = 2,57787 = a = 0,01068m?
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5.2 Resultados e Discussoes

Em virtude dos valores alcancados para as constantes realizou-se a comparacao
entre as curvas praticas e as curvas tedricas. Nas figuras 5.1, 5.2 e 5.3, pode-se observar
claramente um padrao de comportamento entre as curvas tedricas e praticas. A curva
tedrica diverge da pratica diretamente na sua imagem (Transformagcao de translagao em
relagdo a altura). Observa-se um comportamento constante a partir de ¢ = 25 minutos,

aproximadamente.

Aglomerado + Britado

i
3 15 4 g
ﬁ 17 —=— Serie tedrica

—— Série prafica

0 20 40 60 B0 100 120 140 160 1830 200 220 240
Tempo (min.)

Figura 5.1: Curva Transladada (Aglomerado + Britado)

Britado

9 —=— Série tedrica

—— Série prafica

I} T T T T T T T T 1
0 20 40 a0 30 100 120 140 160 180

Tempo (min_}

Figura 5.2: Curva Transladada (Britado)
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Aglomerado

LA
L=
1

—=— Série tearica

e
=]
1

=—— Série prafica

a
=]
1

Altura (om.)

b
: 4

" e
v

=k (3]
=] =]
1 1

L=

0 10 20 30 40 30 60 70 a0 o0
Tempo (min_)

Figura 5.3: Curva Transladada (Aglomerado)

Frente ao comportamento transladado na curva, Surgiram perguntas. Como adi-
cionar uma constante de ajuste na equacao? Qual seria o critério para definir adequa-
damente essa constante? Na busca as respostas, observou-se o surgimento de uma razao

aproximadamente constante ente as imagens dessas fungoes.

Nota-se uma transformacao de translacao dos pontos das trés curvas em relagao
a coordenada y (Altura de liquido na coluna). Isto é um indicador de que ha um fa-
tor de transformacao no gréfico. Portanto, determinando este fator ou a inversa dessa

transformacao determina-se o parametro necessario ao ajuste dos pontos do grafico.

O ajuste , em cada situacao foi calculado da seguinte maneira:

\ = ¥

Y

para quaisquer pontos da forma P;(z1;y1) € Pa(z1;y2), onde y e ¥ sdo sdo respectivamente

imagens das séries tedricas e praticas. Dessa forma, A em cada experimento é:

1. Aglomerado + Britado

A:5=0,774;»%-A:0,99923

2. Britado
=% =0,666 = “.\=0,99926

y/
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3. Aglomerado
A=15=0,387= %~A:0,99984

Desta maneira, para os pontos P;, Ps, ..., P, da tabela 5.1 tem-se abaixo, em forma
grafica, os seguintes resultados ajustados com A = 0,774, 0,666 e 0, 387, para os materiais

aglomerado + britado, britado e o aglomerado, respectivamente.

As figuras 5.4, 5.5 e 5.6 ilustra a concordancia entre as séries pratica e tedrica,

quando multiplica-se o termo % pelos valores determinados para A

Aglomerado + britado

=)
=]
I

Altura (om.)

—#—Série prafica

f o) —t=r—Série tedrica

D T T T T T T T T T T
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 180 200 220 240

Tempo (min.})

Figura 5.4: Curva ajustada (Aglomerado + Britado)

Britado

—#—Série prafica

Altura (cm.)

) —=—B5érie te0drica

'I} T T T T T T T T 1
0 20 40 60 30 100 120 140 150 180

Tempo (min.)

Figura 5.5: Curva ajustada (Britado)
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Aglomerado

30

25
=20
S
|
= 13 —+— Série prafica
= S
= 10 - —=—Hérie tedrica

j -

I} T T T T T T T T 1

0 10 20 30 40 30 60 T0 30 o0
Tempo (min.)

Figura 5.6: Curva ajustada (Aglomerado)

A tabela 5.2, ilustra os resultados dos ensaios de escoamento em coluna realizados
em 21/03/2013 por B. S. Mosso e K. S. Santos, alunos do Curso de Engenharia de Minas
e Meio Ambiente 2010 - UFPA, Campus de Maraba. Com esses dados, o modelo foi mais

uma vez testado.

Tabela 5.2: Variacdo de altura da dgua ao longo do tempo (Britado)

) 5.00 800 12.0 17.0 23.0 34.0 44.0 54.0 64.0 84.0
Altura (cm.) 4.00 8.00 12.0 16.0 20.0 21.5 22.0 225 228 225
tempo (min.) 104 124 144 164 184 204 224 244 264 -
) 224 220 212 195 19.0 185 181 173 176 -
Fonte: B. S. Mosso e K. S. Santos

Altura (cm.

A equagao de regressao estimada foi:
In(h) = 2,66 4+ 0,00170x (5.8)
tomando o antilogaritmo nas constantes

In(h) = 14,296 + 1,00170x (5.9)
Da equacdo 5.9 vem; 14, 296 - % =176 = %f =1,231e -2 =1,00170
Com A\ = 5 = 0,8123. A figura 5.10 ilustra graficamente o resultado desse ensaio.

Observa-se novamente a concordancia entre a curva experimental e a curva tedrica.
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Britado 2

E
=
o
% 10 4 —#— Série prafica

—=— =érie tedrica

0 T T T T T T T T T T T T T 1

0 20 40 & 80 100 120 140 160 130 200 220 240 260 280
Tempo (min_}

Figura 5.7: Altura de fluido no tempo, minério britado

[Camada
de
filtragam)

Figura 5.8: Coluna com as camadas medidas

Fonte: Mosso e Santos (2013)

No periodo compreendido entre 11/2011 a 07/2012, com o apoio PIBIC/UFPA,
foram realizados no laboratério de Hidro e Eletrometalurgia uma série de ensaios em
colunas e tanques agitados, visando a otimizacao da lixiviagdo do minério oxidado [12].
Desses ensaios, em particular do ensaio em colunas reproduziu-se a tabela 5.3. O objetivo
foi mais uma vez verificar a capacidade de modelagem da equagao 4.15 em colunas de

extracao.
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Tabela 5.3: Variacao de altura da agua ao longo do tempo

tempo (min.) 50 10 15 20 25 34 40
Altura (cm.) - - 4.00 6.90 12.0 14.0 17.0
tempo (min.) 46 50 55 60 75 89 92
Altura (cm.) 19.0 19.5 19.8 20.0 20.0 19.5 19.5

Fonte: Maia, L. C. pg. 9, (2012)

Para este ensaio a equagao regressao encontrada foi:
In(h) =1,93 40,0149z (5.10)
tomando o antilogaritmo nas constantes

In(h) = 6,89 + 1,0150z (5.11)

Da equagao 5.11 vem; 6,89 - 4 = 19,5 = 2 = 2,83
= 2 =1,050
e’ ’

Aplicando na equagao 4.15, com o parametro de ajuste variando em t = 25, ¢t = 40
et =50, para os valores A = 1,78, A =219 ¢ A = 2,32, tém-se a curva que representa o

escoamento na coluna de extracao com pontos de descontinuidades isolados.

Britado +Aglomerado. 1:1

25
20 +
i
E 15 A
St
S 10 - O Série tedrica
e
e —#— Série prafica
j -
l} T T T T T T T T T

1] 10 20 30 40 30 60 70 20 o0 100
Tempo (min.)

Figura 5.9: Curva com pontos de descontinuidades

A forte semelhanca entre as curvas ilustradas na figura 5.9 mostra que o modelo

apresenta uniformidade frente os ensaios realizados por [12]. Porém, a variagao observada



5.2 Resultados e Discussoes 35

para A evidencia comportamentos distintos em diferentes tempos t. Notadamente, entre
os primeiros 25 minutos do experimento. Neste intervalo o modelo pode ser ajustado se

fizermos L(t) = A, com L(t) a ser determinada. Assim:

H (s) = %/\ (1 - e—$t> (5.12)

A figura 5.10 ilustra a regidao que representa a funcao L(t).

Britado

1

i

1

i

H —=— Série teorica
i

! —#— Série prafica
i

i
1

I} T : T T T T T T T 1
0 20 40 60 g0 100 120 140 160 180

Tempo (imin.)

Figura 5.10: Curva com a regiao que representa a fungao L(t)
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6 CONCLUSAO

Conhecer os aspectos operacionais da coluna de lixiviacao permite que se tenha o
controle de parametros importantes nos ensaios de lixiviagao, como a altura de fluido na

coluna e o tempo de contato entre o agente lixiviante e minério.

Para que a lixiviacao seja eficiente, é necessario que o agente lixiviante permaneca
em contato, por um tempo determinado, com todas as particulas de minério. Esta
eficiéncia pode ser facilmente atingida se houver uma ferramenta capaz de prever o tempo
necessario, e o correspondente controle na altura de fluido presente na coluna. As curvas
tedricas apresentadas neste trabalho valida o modelo proposto. Este, por sua vez, mostrou
ser uma ferramenta capaz de fazer o controle de altura do fluido na coluna de lixiviagao,
sua capacidade de modelagem e controle de altura do fluido permite fazer previsoes quanto
ao tempo minimo necessario para que ocorra a saturacao do meio lixiviante, seja direta-
mente no modelo ou, de acordo com a ocasiao, e de forma prética, em sua equagao de
regressao. Desta forma, a utilizagao da equacao 5.12, podera ser adotada no controle de

vazao em colunas de extracao mineral.

Durante o processo de lixiviagao ha a necessidade de se fazer ajustes pontuais na
vazao de entrada, para evitar transbordo. Esta é uma medida de controle, sua utilizagao
no decorrer do processo faz a vazao de saida variar com o tempo até atingir o equilibrio,

este ocorre quando a vazao de saida aproxima-se ou iguala-se do valor de entrada.

A relevancia deste estudo se deve a possibilidade de se vislumbrar novos horizontes
na producao de cobre via lixiviagao em colunas, através do aproveitamento do minério de

cobre oxidado, que hoje é estocado por se considerado estério.

Esses resultados servirao de base para no futuro aprofundarem-se os estudos de
lixiviagao em colunas, e o posterior dimensionamento de colunas e circuitos de colunas
de lixiviagao. Deve-se levar em consideracao a concentracao de cobre no licor resultante
do processo, pois neste estudo nao se considerou esta variavel, ao invés do uso de acido
usou-se agua, o ideal seria submeter o minério de cobre oxidado a lixiviagao com acido

sulfirico (H250,). Esta é uma recomendagao a ser considerada em trabalhos futuros.
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