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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar conceitos termodinamicos com uma
abordagem baseada em simula¢des de computador. Acreditamos que essas ferra-
mentas sao fundamentais para o estudo de questdes relacionadas com a fisica. O
trabalho desenvolvido aqui apresenta os conceitos relacionados ao tema em ques-
tdo, tais como temperatura, volume, pressao, energia, entropia, as leis da termodi-
namica e equacoes de estado . Além disso, apresentamos algumas técnicas numeri-
cos, tais como interpolacédo polinomial, interpolacdo polinomial estriado, a integra-
cdo pela regra de Simpson, derivagao por diferencas finitas e método da bissecc¢éo.
Desenvolvemos um codigo de computador para encontrar a constru¢cdo Maxwell que
corrige a equacao de Van der Waals na transicdo de fase NOs explicamos como
usar o software MATLAB para realizar simulagcdes computacionais relacionados a
termodinamica.

Palavras-chave: introdugcdo a termodinamica com simulagbes no matlab.
Termodindmica e métodos computacionais.



Abstract

This work aims to study thermodynamic concepts with a approach based on
computer simulations. We believe that these tools are fundamental to the study of is-
sues related to physics. The work developed here presents the concepts related to
the topic in question, such as temperature, volume, pressure, energy, entropy, the
laws of thermodynamics and state equations. Also, we present some numerical tech-
niques such as polinomial interpolation, spline polinomial interpolation, integration
by Simpson's rule, derivation by finite differences and bisection method. We develop
a computer code to find the Maxwell construction that fixes the Van der Waals equa-
tion on the phase transition. We explain how to use the MATLAB software to perform
computational simulations related to thermodinamics.

Keywords: introduction to thermodynamics with simulations in matlab. Ther-
modynamics and computational methods.
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1 INTRODUCAO

O ensino de fisica na atualidade ndo pode prescindir do uso de métodos
numéricos que facilitem a compreensdo dos conceitos envolvidos numa certa teoria,
permitindo trabalhar de forma quantitativa com os modelos de uma maneira mais rapida e
mais aprofundada do que se poderia fazendo todos os calculos com lapis e papel. S&o
utilizados computadores para realizar esses calculos numéricos, portanto, essa forma de
ensinar pode ser referida como uma abordagem computacional.

A termodindmica é uma das disciplinas em que os alunos apresentam maior
dificuldade de aprendizagem. A dificuldade de aprendizagem nessa disciplina produziu
varias frases célebres, como a do famoso matematico hingaro John von Neumann: “Vocé
deveria chamar isso de entropia, pois ninguém sabe o que realmente 0 que é entropia,
entao em um debate VOCé sempre teria a vantagem.”
(http://www.ifi.unicamp.br/~mtamash/f320_termo/); ou a do fisico alemdo Arnold Johannes
Wilhelm Sommerfeld:

“Termodindmica € um assunto engracado. A primeira vez que vocé passa por ela,
vocé ndo a entende completamente. A segunda vez que vocé passar por ela,
vocé acha que a entendeu, com excecdo de um ou dois pequenos detalhes. A ter-
ceira vez que vocé passar por ela, vocé sabe que ndo a entende, mas com o tem-
po vocé acostumou-se a ela, ela ndo mais o incomoda.” (http://www.ifi.unicamp.-
br/~mtamash/f320_termo/)

Apesar da grande disponibilidade e facilidade de ensino utilizando uma
abordagem computacional, ela ainda é pouco utilizada. Ainda mais escassos sao textos
gue utilizam uma abordagem computacional em termodinamica. A fim de suprir essa
caréncia e fornecer um material que possa ser utilizado em um curso de graduacéo,
desenvolveu-se este trabalho.

O objetivo principal do trabalho é produzir um material voltado para o ensino de
termodindmica utilizando ferramentas computacionais, no caso, utilizou-se o programa
MATLAB para desenvolver os cédigos utilizados aqui.

Um objetivo especifico é fornecer um material abrangente e didatico para um curso
de termodindmica de um semestre, apresentado conceitos como grandezas
termodinamicas, funcbes de estado, processos termodinamicos, leis da termodinamica,
ciclo de Carnot, equacao de Euler, equacdo de Gibbs-Duhem e relacbes de Maxwell.

Outro objetivo especifico € o apresentar de algumas técnicas numéricas de interpolacéo


http://www.ifi.unicamp.br/~mtamash/f320_termo/
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de curvas, de integracéo e de derivacédo. Outro objetivo especifico € o de dar nocdes de
programacao em MATLAB. Outro objetivo especifico é o de estudar as mudancas de fase
através de uma abordagem numeérica, utilizando a construcdo de Maxwell na equacéo de
Van der Waals.

Com relacéo a disposicdo dos capitulos, este primeiro capitulo € a introducdo do
trabalho e o quarto e ultimo capitulo € a conclusao do trabalho. No segundo capitulo é
desenvolvido um material para o estudo de termodinamica em um curso de um semestre.

No terceiro capitulo séo realizadas simula¢gées computacionais com o MATLAB.
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2 Equilibrio e variaveis de estado

A Termodinamica € uma teoria fenomenoldgica que descreve macroscopicamente
as mudancas nas grandezas termodinamicas, tais como, temperatura, pressao e volume;
baseando-se em leis obtidas empiricamente, e que sao justificadas através de uma outra
teoria: a mecanica estatistica.

2.1 Sistema, vizinhanca e fronteira

A porcdo do Universo analisada é denominada de sistema, o restante constitui a
vizinhanca. Essas regifes sao separadas por uma fronteira.

Os sistemas podem ser classificados de acordo com as trocas que realizam com a
vizinhanca: sistemas isolados ndo trocam matéria nem energia, sistemas fechados tro-
cam apenas energia, e sistemas abertos trocam energia e matéria.

As fronteiras sdo classificadas de acordo com a varidvel cuja passagem € ou néo
permitida. Fronteiras diatérmicas permitem a troca de energia térmica (calor), e fronteiras
adiabaticas, ndo. Fronteiras permeaveis permitem a troca de particulas, e fronteiras im-

permedveis, ndo. Fronteiras méveis permitem a troca de volume, e fronteiras fixas, nao.

2.2 Grandezas termodinamicas

O estado macroscopico de um sistema é determinado pelas variaveis de estado,
as quais podem ser: presséao (P), volume (V), temperatura (T), nUmero de particulas do k-
ésimo constituinte quimico (Ny).

Existem grandezas termodindmicas que sao func¢des das varidveis de estado, por
exemplo: energia interna (U), entropia (S), entalpia (H), energia livre de Gibbs (G), ener-
gia livre de Helmholtz (F). Essas grandezas sao referidas como fung¢des de estado.

Ha grandezas termodindmicas cujos valores sdo mantidos quando sdo tomadas
por¢cdes menores do sistema, como por exemplo: temperatura, pressao, densidade e po-
tencial quimico . Essas grandezas sao ditas intensivas. Por outro lado, ha grandezas cu-
jos valores sdo a soma das grandezas nos subsistemas em que um sistema é repartido.

Essas variaveis sdo ditas extensivas, e sdo exemplos: volume, energia e entropia.

2.3 Sistemas em equilibrio

Se dois sistemas macroscopicos de temperaturas diferentes sdo separados por
uma parede diatérmica, uma certa quantidade de energia flui do sistema com maior tem-

peratura para o sistema de menor temperatura, até que as temperaturas dos sistemas
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tornem-se iguais a uma temperatura intermediaria, no equilibrio térmico. A seu turno, se
dois sistemas macroscoépicos de numero de particulas (de um certo constituinte) diferen-
tes sdo separados por uma parede permeavel, uma certa quantidade de particulas flui do
sistema com maior potencial quimico para o sistema de menor potencial quimico, até que
0s potenciais quimicos dos sistemas tornem-se iguais a um potencial quimico intermedia-
rio, no equilibrio quimico. Por outro lado, se dois sistemas macroscopicos de pressoées di-
ferentes sdo separados por uma parede movel, uma certa quantidade de volume flui do
sistema com maior pressao para o sistema de menor pressao, até que as pressdes dos

sistemas tornem-se iguais a uma pressao intermediaria, no equilibrio mecéanico.

2.4 Reservatorios de calor, de volume e de particulas

Um reservatério de calor ou banho térmico € um meio de capacidade térmica téo
elevada que pode sempre absorver ou ceder calor sem uma variagcédo de temperatura sig-
nificativa. Se entre o sistema e o reservatorio de calor existe uma parede diatérmica, o
sistema ficard com uma temperatura constante igual a do reservatério. Um reservatorio
de volume é um meio com volume tdo elevado que variagcdes no seu volume néo produ-
zem variacdes consideraveis em sua pressdo. Um reservatorio de particulas € um meio
gue contém um numero tdo elevado de particulas que o ganho ou perda de particulas

ndo acarreta em mudancas consideraveis de potencial quimico.

2.5 Processo termodinamico

O estado termodinamico de um sistema pode sofrer variacfes, indo de um estado
caracterizado por certos valores de grandezas termodinamicas até outro estado com dife-
rentes valores de grandezas termodinamicas, através de um processo termodinamico (ou
transformacao termodinamica), produzido por uma acdo externa ou pela eliminacdo de
um vinculo interno do sistema.

Um processo quase-estatico é aquele que ocorre através de uma sucessao de es-
tados de equilibrio, com desvios infinitesimais nas variaveis termodinamicas quando é re-
alizada a transicdo de um estado a outro.

Ha processos ditos irreversiveis. Por exemplo, um péndulo vai deixando de oscilar
ao sofrer friccdo com o ar, transformando sua energia em energia térmica, elevando a
temperatura. Todavia, a reducédo da temperatura ao seu valor inicial ndo leva a conver-
sao da energia térmica em energia mecanica, fazendo o péndulo oscilar. Portanto, esse é

um processo irreversivel.
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Por outro lado um processo que ocorre apenas em estados de equilibrio, € um pro-
cesso reversivel quando pode ser revertido por variacdes infinitesimais das variaveis ter-
modinamicas. Todo processo reversivel € quase-estatico, mas a reciproca néo é verda-
deira, pois, um processo quase-estatico com efeitos dissipativos € irreversivel.

Um processo é dito isotérmico quando ocorre a temperatura constante, um proces-
so é dito isobarico quando ocorre a pressdo constante, um processo € dito isocérico
quando ocorre a volume constante, e um processo adiabatico é aquele que ocorre a en-

tropia constante, sem troca de calor.

2.6 Lei zero da termodinamica

As variaveis de estado sdo quantidades definidas e medidas no equilibrio. Dois
sistemas abertos quaisquer trocam energia quando colocados em contato, até que uma
propriedade intensiva atinja 0 mesmo valor nos dois sistemas, isto €, até que o equilibrio
térmico seja alcancado. Essa propriedade é referida como temperatura. Se varios siste-
mas abertos estdo em equilibrio com um mesmo sistema, diz-se que todos os sistemas
possuem a mesma temperatura.

A termodinamica ndo fornece informagdo sobre o tempo necessario para chegar-
se a o equilibrio.

O termdmetro é o instrumento que mede a temperatura, através de uma quantida-
de observavel. Essa quantidade pode ser o volume de um fluido, o volume de um gas, ou
a resisténcia elétrica de um material condutor. Nesses casos tem-se um termdmetro a
fluido, um termémetro a gas, ou um termémetro a resisténcia, respectivamente.

A temperatura pode ser definida em situacbes em que ndo ha equilibrio global,
como ocorre nas estrelas, em que a temperatura varia espacialmente dentro do sistema.
Nesse caso, pode-se falar num equilibrio térmico local, isto €, numa certa regido, como a
superficie da estrela, na qual é possivel definir uma temperatura.

A temperatura pode ser medida através do espectro da radiacdo eletromagnética
emitida. E dessa forma que se conhece a temperatura da superficie solar, representando
algo em torno de 5.778 K.

Os mecanismos de medida da temperatura estédo associados a equacoes de esta-
do, as quais relacionam as diferentes variaveis termodinamicas do sistema. Por exemplo,
para um gas diluido pode-se definir a temperatura, a pressao contante e niamero de parti-
culas constante, como

T=T,VIV, . (1)
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A fim de obter a medida da temperatura T em funcdo do volume V , é preciso
um caso padrdo em que uma temperatura T, esteja associada a um volume V, .

Usualmente utiliza-se a temperatura de fusdo do gelo T,=273,15K |, onde K representa
a unidade Kelvin. Pode-se pensar num gas ideal, para o qual o volume torna-se zero
quando T=0K . A temperatura medida nessa unidade é conhecida como temperatura
absoluta. N&do existem temperaturas absolutas em estados de equilibrio, mas € possivel
definir temperaturas negativas para certos estados fora do equilibrio.

Um estado termodinamico estacionario é aquele em que as variaveis de estado do
sistema sdo mantidas constantes (invariantes no tempo). Um estado de equilibrio € esta-
cionario, mas um estado estacionario nem sempre € um estado de equilibrio. Um sistema
que nao esta em equilibrio com fluxo de energia para fora do sistema igual ao fluxo de
energia para dentro do sistema é estacionario.

Para um gés ideal mantido a temperatura constante vale a lei de Boyle:

PV=P,V, T =constante. (2)
Para um gés ideal mantido a presséo constante vale a lei de Gay-Lussac:
v=V,TIT,, P=constante. (3)
As duas equacdes anteriores podem ser resumidas numa Unica equacao
pv Vi
——=P,— =constante.
T =Pop @

Como temperatura e pressao sao variaveis intensivas e o volume € uma variavel
extensiva, PV/T é uma quantidade extensiva. Dessa forma, PV/T é proporcional ao niume-
ro de particulas N do gas ideal e, portanto,

PV _
v

A constante de proporcionalidade k é a constante de Boltzmann, e vale k =

kN. ()

1,38064852 x 1023 m? kg s? K1, n=N/N, é o nimero de mols de particulas do gés, e

R é a constante universal dos gases ideias, dada por R=kN, .

2.7 Teoria cinética do gas ideal
Se f(v) é a funcéo de distribuicdo de velocidades das particulas em um gas
ideal, a integral ff(V)d3V fornece a fracdo de particulas com velocidades compreen-

dida no intervalo de integragdo. Dessa forma, o numero total de particulas do géas ideal
com velocidade v éde

dN=Nf(v)d’v - (6)
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A pressao do gas esta associada ao momento linear transferido pelas particulas
quando séo refletidas por uma superficie. Se as particulas do gas ideal colidem contra
uma superficie de area A, perpendicular ao eixo z, entdo a variacdo do momento para
uma Unica particula de velocidade v é 2mv, . Num tempo dt, apenas as particulas
contidas num volume dV=Av,dt colidem com a superficie de area A. Dessa forma, o

namero de particulas que colide com essa superficie é uma fracdo dV/V do namero
total de particulas (considerando que V € o volume do sistema), sendo dado por

Av_dt 7
dN:Ndvvf(v)d3§: S (7)Y %

O momento linear transferido pelas dN particulas para a superficie de area A é
dFAdtzzmvszzzmviNéf(v)d36dt ' (8)

A pressao forca resultante exercida pelas particulas sobre a superficie de area A é
dada por

+00 +00 +o0 A N , 9
FA:.[,dexf,dey.[o 2mviNvf(v)de ©)

onde foram consideradas as contribuicbes das particulas com todas as velocidades pos-
siveis, exceto valores negativos de Vv, , pois tais particulas ndo colidem com a superfi-
cie de area A. Por outro lado, a integral do lado direito da equacao anterior ndo deve de-
pender do sinal da velocidade Vv, , caso contrario, 0o gas estaria em movimento na dire-

céo z, 0 que ndo estd acontecendo, pois 0 gas estd em repouso. Em outras palavras:

FAZ_fi: dv, J'iz dvy_f: mvaéf (V)dv,

FA=f+va2N%f(V)d3\7 ’

PV=mN{v}) , (10)
onde <v§>:f+w vf(v)d’v € a velocidade média quadratica na direcdo z. Como

-

V2=V,2<+V2y+"f e a velocidade média quadratica ndo deve depender da direcdo, entédo

<V§>:(1/3><;2> . Dai conclui-se que

1,% 21 o
PV=mN=(V)==N=
m 3<v> 3 2m<v>
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(=2 BY ANKT 3,y (11)
2 N 2 N

Essa ultima equacdo representa a energia cinética media de uma particula do gas
ideal, a qual € proporcional a temperatura T.

2.8 Primeira lei da termodinamica

Considerando uma fronteira movel e diatérmica entre um sistema e sua vizinhanca,
segundo a primeira lei da termodinamica (ou principio da conservacao da energia), a va-
riacdo de energia interna  AU=U,—U, (onde U, € aenergia internainiciale U, éa
energia interna final) do sistema é dada por

=Q+W , (12)
guando o sistema recebe uma quantidade de calor Q, e sobre ele é realizado um trabalho
W. Foi considerado que tanto o trabalho realizado sobre o sistema quanto o calor recebi-
do pelo sistema sao positivos; e que o trabalho realizado pelo sistema sobre a vizinhan-
ca, e o calor cedido pelo sistema a vizinhanca, sédo negativos.

A energia interna € uma funcao de estado, e sua variacdo depende apenas da di-
ferenca de valores no estado final e no estado inicial. Por sua vez, calor e trabalho ndo
sao funcbes de estado, portanto, ndo possuem valores para o estado final e inicial que
possam ser subtraidos e, sim, dependem da trajetéria que leva do estado inicial ao esta-
do final. Em um trecho infinitesimal dessa trajetéria, ndo é correto dizer que o calor e 0
trabalho sofrem variacfes, pois ndo existe uma funcdo de estado que varie quando ocor-
re a mudanca de estado, portanto, ndo existem diferenciais exatos dQ e dW. Todavia,
pode-se dizer que num trecho infinitesimal o calor e o trabalho recebidos sé&o os diferen-
ciais inexatos 0Q e OW , os quais representam gquantidades infinitesimais que nao
representam variagdes infinitesimais de uma fungdo ao longo de uma trajetéria. A primei-
ra lei para uma transformacao termodinamica infinitesimal € dada por

dU=0Q+0W . (13)

Se a variacéo de energia interna do sistema vale dU =0Q+0W , entdo ava-

sistema

riacdo da energia da vizinhanca € dU =—38Q—-dW , pois, o calor recebido pelo

vizinhanga
sistema representa o calor cedido pela vizinhanca e o trabalho realizado sobre o sistema
foi realizado pela vizinhanca. Dessa forma, a variacdo de energia do Universo sempre é

igual a dU =0 , ou seja, a primeira lei estabelece que a energia do Universo é

Universo

constante.
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2.9 Trabalho, calor, pressao e potencial quimico

O trabalho realizado sobre um corpo é o produto da forca F pelo deslocamento dX
sofrido pelo corpo (W = F dX). Para um processo termodinamico reversivel, o trabalho é
dado por

SW=FdX |, (14)
onde F ¢ a for¢a generalizada, uma grandeza termodinamica intensiva, e dX € o desloca-
mento generalizado, uma grandeza termodinamica extensiva. Para um fluido tem-se que
o trabalho em um processo reversivel é

dW=—-PdV (15)
em que P é a presséo e V é o volume do sistema. A pressao é a razdo entre a componen-
te da forca normal a uma superficie e a area dessa superficie, sendo dado em unidades
de Pascal ( pa=N/m? ). Se um gas contido em um cilindro de paredes fixas com uma
das bases sendo uma parede mével de area A, quando uma forca é aplicada sobre a pa-
rede mével, SW=FdX=(F/A)A(—dX)=—PdV . O sinal negativo indica que ha redu-
céo do volume quando um trabalho é realizado sobre o sistema, produzindo um trabalho
positivo.

O calor é a energia térmica trocada de forma espontanea entre dois sistemas, em
um processo reversivel, devido a diferenca de temperatura entre eles, sendo que, o calor
flui do sistema de maior temperatura para o sistema de menor temperatura. O calor rece-
bido por n mol de particulas de um sistema relaciona-se com a variacao de temperatura
atraves da capacidade térmica molar, como mostra a equacao a seguir:

dQ=nCdT , (16)
em que a capacidade térmica pode ser a volume constante (C,) ou a pressdo constante
(Ce), dependendo da grandeza mantida constante durante o processo termodinamico. A

quantidade de 1 mol é igual ao niimero de Avogadro Na = 6,0221409x1023,
Um sistema pode ser constituido por N, , N, ,..., N, particulas de n espé-
cies diferentes. Em vez do nimero de particulas, pode-se utilizar uma grandeza intensi-

va, a fragdo molar X, , definida como

N.
X;= - : 17
" N,+N,+..+N, (47

O trabalho necessario para adicionar dN particulas a um sistema é dado por
dW=udN |, (18)
onde Y é chamado de potencial quimico, que representa a resisténcia de um sistema

contra a adicao de particulas.
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Em um sélido a equacao de estado que relaciona volume V, pressao P e tempera-
tura T, é dada por

V(T,P)=V,[1+a(T-T,)—x(P—P,)] . (19)
O coeficiente ¢ ¢ denominado de coeficiente de expansdo a pressido constante,
e € dado por
10V : 20
=y, 1) 0
0 P=P,
O coeficiente ¥ é denominado de compressibilidade a temperatura constante, e
€ dado por
10V . (21)
=V, 55/
0 T=T,

2.10 Transformacao adiabatica de um gas ideal

A equacéo de estado de um gas ideal € dada por
PV=nRT=kNT (22)
onde P é a presséao, V € o volume, N é o numero de particulas e T é a temperatura do
gas. Observando a Figura 1, para uma transformacéo isocérica de A para B, o trabalho é
nulo, W,.=0 . A primeira lei da termodinamica estabelece que
AU c=QactWac=Qyc=nC AT . (23)

Tf = constante

1
I
I
I
I
Vv Y
Figura 1. Transformacéo isocorica de A para C seguida de transformacao isotérmica

de C para B, e transformacéo adiabatica de A para B.
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Partindo de C pode-se ir até B, através de uma transformacéo isotérmica a tempe-

ratura T, . A energia interna de um gas ideal € dada por
U:gnRT , (24)

onde f é o numero de graus de liberdade do gas, portanto,
AUAB:UB—UAZEnRTf—gnRTI:UC—UAZA U,.=nC,AT . (25)

Ha uma maneira alternativa de ir de A para B: ir de A para D através de uma trans-
formacgdo isotérmica a temperatura T, e, em seguida, de D para B através de uma
transformacao isobarica, conforme ilustrado na Figura 2. Como a transformacdo de A
para D é uma isotérmica, a variacdo de energia interna é igual a zero,

AU,,=U,-U,=f/2nRT,—f/2nRT,=0 , portanto, U,=U, . Por sua vez, a variacao
de energia interna de D para B é dada por
AU p;=Uy—U,=f/2nRT,~f/2nRT,=U,—U,=nC,AT . (26)
Para a transformacéo isobarica, a primeira lei da termodinamica estabelece que
AU p,=Q s+ W, y=nCy AT=nC,AT—PAV .
nC,AT=nC,AT—nRAT
C,—C,=R . (27)

Como esta-se considerando processos reversiveis, € possivel retornar ao estado
inicial e ir novamente ao estado final, mas através de uma transformacdo adiabatica.
Nesse caso a variacdo da energia interna vale

AU ,,=nC, AT . (28)

AP

Ti: constante
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Figura 2. Transformac&o isotérmica de A para D seguida de transformacéao isobarica

de C para B, e transformacao adiabatica de A para B.

Para a transformacéo adiabatica Q,;=0 , e a primeira lei da termodinamica esta-
belece que

AUAB:QABJ,WABanchT:—PAV=AT:_:CAV : (29)

v
Numa transformacao adiabatica, ha variacdo da temperatura ( AT ), variagdo da

pressao ( AP ) e variagdo do volume ( AV ). Da equacédo de estado do gas ideal,
para pequenas variacoes, conclui-se que

VdP+PdV=nRdT=nRr—E24V _

Cc,—C
=—pagv——-2——¥
nC, Cy
CP_CV CP
VdP=—PdV—-PdV =—PdV—
v Cy
dp__dv Cp
P vV C,

(30)
Integrando esta ultima equacgéo, obtém-se

Cp
PV “ =constante . (31)
Portanto, o trabalho recebido pelo sistema durante uma expansao adiabatica do volume

C, -G,

V, aovolume V, ( P:PI.V?VVTv ) é dado por

Ce
p —-Cp Cp -Cp ? Ce Cr
v V! = == = oV bPpv™> 1-= 1-=
Wz_fv Pdv:_fv. PiViCVVCv dVZ_Pin‘Cva,VCV dv = ICI (Vf Cv_vl. Cv)
; i ' 1_=p
Cy
1 G 4 Co Cr 1 G 1
W= C (_Pivicvvf Cv"'PiViCVVi Cv):—c(_Pfo+PiVi)
1——L 1-==
Cy Cy
: (32)
G =G
onde P,=PV 'V .

2.11 Transformacao isotérmica de um gas ideal

Uma transformacéao isotérmica pode ser realizada na pratica colocando um banho
térmico em contato com o sistema. Na expansédo isotérmica de um gas pela retirada da
forca externa sobre um pistdo que mantenha o sistema em equilibrio, o gas expande seu
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volume, num processo turbulento, até que atinja o equilibrio final. Esse processo possui
apenas dois pontos de equilibrio, o inicial e o final, sendo irreversivel. No caso em que a
parede movel possui massa completamente desprezivel, ndo ha realizacédo de trabalho.
Esse € o0 caso mais extremo de processo irreversivel.

Outro caso extremo ocorre quando a forca sobre a parede mével, que mantém o
equilibrio do sistema, é reduzida de pequenissimas por¢des, num tempo maior do que o
tempo de relaxacao (tempo necessario para o sistema retornar ao equilibrio), fazendo
com gue o sistema evolua apenas passando por estados de equilibrio. Esse processo é
reversivel, e realiza trabalho sobre a parede mével, dado pela area sobre a curva de
presséo como fungao do volume.

Outros possiveis processos irreversiveis podem passar por um numero finito de
pontos de equilibrio. O trabalho maximo realizado pelo gas sobre a parede movel ocorre
na transformacao reversivel, em que a area € maxima, correspondendo a &rea sob a cur-
va.

Um gas ideal inicialmente com volume e pressdo (V, P,) , através de um proces-

S0 isotérmico a temperatura T=constante, vai para (Vz, P,) .Apressdo é

nRT
P= % (33)
O trabalho realizado sobre o sistema, para um processo reversivel, é
v, v, Vv
W:—fledV:—fvlnRT%:nRTln(v—:) (34)
A variacao da energia interna € igual a
AU:%nRT—%nRTZO . (35)
Pela primeira lei da termodinamica, tem-se que
AU=Q+W=0 |,
Q:—W:—nRT]n(%)=nRT]n(%) : (36)
2 1

2.12 Ciclo de Carnot

O ciclo de Carnot é formado por uma expanséo isotérmica, seguida de uma expansao
adiabatica, seguida de uma compressao isotérmica, seguida de uma compressao adiaba-
tica, como ilustrado na Figura 3.

Considerando que o sistema € constituido de um gas ideal, o calor absorvido na ex-

pansdo isotérmica de A até B, de acordo com a equacdao (36), é
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Vi
QAB:nRTi]n<V_> . (37)

A
N&o ha troca de calor durante as transformacgfes adiabaticas B—~C e D—-A. O ca-
lor cedido na contracao isotérmica C - D, de acordo com a equacao (36), €
Vv
Qep=nRT,In(

V—Z) : (38)

Ti = constante

Tf: constante

Figura 3. Ciclo de Carnot: transformacéo isotérmica de A para B seguida de transforma-
céo adiabética de B para C, seguida de transformacéo isotérmica de C para D, seguida

de transformacéo isobarica de D para A.

Para a transformacdes isotérmica A - B, tem-se

P,V,=P,V, . (39)
Para a transformacdes isotérmica C - D, tem-se

P.V.=P,V, . (40)
Para a transformacdes adiabatica B - C, tem-se

P, V=P V) | (41)
Para a transformacdes adiabatica D — A, tem-se

PVY=P,V) . (42)
Isolando P, naequacdo (39) e P, naequacao (40), e substituindo na equa-

cao (42), chega-se a



23

p V, V
=Ty Ty - (43)
PB VA Y VC Y
A equagéao (41) pode ser reescrita como
P, Vi
P, VI~ (44)
Comparando as equacdes (43) e (44), chega-se a
VD _ VA
V.oV, (45)

A quantidade dada pela razédo entre o calor e a temperatura é chamada de calor
reduzido. A partir das equacgdes (37) e (38), vé-se que o calor reduzido total trocado du-

rante o ciclo de Carnot é dado por

Q—AB+QCD:nR1n(ﬁ)+nR]n(ﬁ) ,
T, T, V. V.
Q_AB+%: R]n(EVD) _ (46)

n —_—
T, T, V, Ve

1

Substituindo a equacéo (45) na equacéo (46), resulta em

V,V
Q_ABJ,%:HR]n(_B—A):ann(l):O : (47)
T, T, ViV,

Um ciclo reversivel pode ser decomposto em varios ciclos de Carnot infinitesimais,

conforme ilustrado na Figura 4. Portanto, para um ciclo reversivel, vale a expressao

gﬁéTQ:O . (48)

Isso significa que o integrando d8Q/T representa um diferencial exato dS=38Q/T de

alguma funcéo de estado S . Essa funcao de estado € denominada entropia.

¢<
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Figura 4. Ciclo reversivel (circulo vermelho) contendo varios ciclos de Carnot em seu in-

terior.

Se em vez de ir de um ponto A ao mesmo ponto A, como ocorre num ciclo, a inte-
gral da equacéo (48) for calculada de um ponto A até um ponto B, resulta em

B 6Q
SB_SAZIAT ' (49)
isto &, dQ=TdS , paraum processo reversivel.
Como discutido na secéo 2.9, o trabalho realizado pelo sistema sobre a fronteira é
MAaximo para um processo reversivel, ou seja,
-W -W >W

= W reversivel  * (50)

Comparando um processo isotérmico ( AU =0 ) irreversivel e um processo isotér-

. o< . . .
irreversivel reversivel irreversivel

mico reversivel, a partir da primeira lei e da equacéo (50), chega-se a concluséo de que
Qirreversz’vel <Qreversivel . (51)
Como o calor que entra no sistema € menor para um processo irreversivel, entao
se um trecho de um ciclo reversivel for substituido por um processo irreversivel, a soma
dos calores reduzidos torna-se menor do que aquele obtido para o ciclo reversivel, ou

seja,

gﬁéTQ«) . (52)

Uma expressdo mais geral que contém os dois casos (reversivel e irreversivel) é

dada pela inequacéo

gﬁf’TQso . (53)

Pode-se pensar em uma situacdo em que um gas ideal expande-se através de um
processo espontaneo, no caso uma expansao livre, devido a retirada de um vinculo que
separa duas metades de um volume, com o gas inicialmente contido inicialmente apenas
na primeira metade. Esse processo ocorre sem troca de calor do gas com a vizinhancga, e
através de um processo irreversivel. A parede na extremidade final da segunda parte do
volume é modvel, entdo € exercida uma forca para mové-la, até que o gas retorne inteira-
mente a primeira parte do volume, através de um processo reversivel. O processo irrever-
sivel pode ser representado como indo de A para B, e o reversivel de B para A. A partir

da equacao (53) obtém-se

Eﬁ 6TQ <0 fi d Qir;versivel + J‘: d Qr;/ersivel <0= f;‘ d Qr;\—/'ersivel <0
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S,—S,<0=>—AS<0
AS>0 . (54)
Por sua vez, para um processo reversivel de A até B, num sistema isolado, como

ndo ha troca de calor, tem-se

0 )
fB Qreverswel —AS=0 . (55)
A T

A segunda lei afirma que para sistemas isolados em equilibrio, tem-se dS=0 (a
entropia € maxima). Por sua vez 0s processos irreversiveis para sistemas isolados pos-
suem uma entropia tal que dS>0 . Dessa forma, a entropia do Universo (sistema mais
fronteira) € dS=0 para um processo reversivel e monotonicamente crescente para um
processo irreversivel.

Como para um processo reversivel o calor € dado por dQ=TdS e o trabalho
para variar o volume e para adicionar uma particula sdo dados por —PdV e udN ,a

expressao da primeira lei pode ser reescrita como

dU=T dS—PdV +udN . (56)
Comparando essa expressao com o diferencial
du=2Y)  as+(2Y) av+(2Y) an (57)

85 V,N av S,N aN S,V ’
vé-se que as variaveis intensivas ( T,P,u ) podem ser expressas como derivadas parci-
ais da energia interna com relacdo as variaveis extensivas ( S,V,N ), através das

equacdes a seguir:

_@au
r=(33) . (59
p:-(%)w , (59)
n=(5y) (60)

2.13 A equacao de Euler

Um gas possui energia interna U , entropia S , volume V e ndmero de parti-
culas N . Como todas essas quantidades sdo extensivas, um volume AV do gas
apresenta energia interna AU , entropia AS e numero de particulas AN . Portanto
afuncdo U=U(S,V,N) ¢éhomogénea de grau um, isto €,

U(MS,A\V,AN)=AU(S,V,N) . (61)

Fazendo a derivada parcial da equagédo (61) comrelacdo a A , obtém-se



26

o(\S o(nV o(AN
U(S,V,N)=(a?}fjs))w Eﬂ)ﬂafg,))w (ax) (a(ﬁxUN))v,s (ax) '
U(S’V’N):<(9(6TI{S))V,NS+(6(67»%))5,NV+(8(6>»[§V)>V,5N . (62)
Escolhendo A=1 ,tem-se
U(S,V,N):(a—U) s+(6U) V+(8U) N . (63)

0S V,N W S,N a—N V,S
Substituindo as equacdes (58), (59) e (60) na equacao (63), obtém-se

U(S,V,N)=TS—PV+uN . (64)
A equacéo (64) é conhecida como equacao de Euler.

2.14 Relacao de Gibbs-Duhem

A partir da equacao (64) pode obter o diferencial da energia interna, o qual é dado

por
dU =dT S+TdS—dPV —PdV+du N+udN . (65)

Comparando as equacdes (56) e (65) chega-se a expressao
SdT—-VdP+NduN=0 . (66)

A expressao da equacao (66) € conhecida como relacdo de Gibbs-Duhem.

2.15 Derivadas termodinamicas

Algumas derivadas termodinamicas de interesse fisico sdo o coeficiente de expansao
térmica (mede a dilatacdo relativa de um sistema a presséo constante ), compressibilida-
de isotérmica (quantifica a mudanca no volume quando hd um aumento da pressdo a
temperatura e numero de particulas constantes), compressibilidade adiabatica (quantifica
a mudanca no volume quando ha um aumento da pressao a entropia e nimero de parti-
culas constantes), calor especifico por particula a pressdo constante e calor especifico
por particula a pressdo constante . Essas derivadas sdo dadas respectivamente pelas
equacodes (67), (68), (69), (70) e (71).

1 (av)

o=v(5r), (67)
KT:%(Z_Z)T,N , (68)
Ks=_71(g—g)w , (69)
CP:%(S_;)IJ , (70)
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Cvz%@_i)v | (71)

As condicOes de estabilidade térmicasdao ¢,=0 e ¢,=0 . As condicdes de es-

tabilidade mecanica sdo ;=0 e k=0 |,

2.16 Potenciais termodinamicos

No caso em que as quantidades termodinamicas sdo expressas em termos da fun-
cdo de estado U=U(S,V,N) , tem-se a representacdo da energia, que apresenta a
equacao (64) como equacédo fundamental, e define as quantidades termodinadmicas como
derivadas da energia, nas equacdes (58), (59) e (60).

As quantidades termodindmicas poderiam ser expressas em termos da entropia

S=S(U,V,N) .Esse caso é conhecido como representacédo da entropia.

Ha outras representacfes possiveis, obtidas como transformadas de Legendre da

energia, e que sao denominadas de potenciais termodinamicos.

A transformada de Legendre de uma fungcdo f=f(x) € umafuncdo g=g(y) ,

tal que
g(p)=f(x)=px , (72)
em que a eliminacdo da variavel x é realizada através da equacao
_d
Por exemplo, a transformada de Legendre da fungdo f(x)=ax’+bx+c € dada por
g=ax’+bx+c—px , (74)
com
p=2ax+b ,
_p-b
X=D (75)

Substituindo a equacédo (75) na equacdo (74), obtém-se a transformada de
f=f(x) ,dada por

g(p)=-—-p-F——p—~—5+c : (76)

Como na representacdo da energia existem trés derivadas da energia em relacéo

a trés variaveis intensivas, as quais sdo expressas pelas equagfes (58), (59) e (60).

Comparando a equacéo (73) com a equacéao (58), conclui-se que uma possivel transfor-
mada de Legendre realiza-se pelatrocade S por T ,resultandoem

F(T,V,N)=U-TS |, (77)
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que representa a energia livre de Helmholtz. Outros potenciais termodinamicos obtidos

através de outras transformadas de Legendre séo:

H(S,P,N)=U+PV , (78)
G(T,P,N)=U-TS+PV , (79)
®(u,P,N)=U—-uN+PV , (80)

denominados respectivamente de entalpia, energia livre de Gibbs e grande potencial ter-

modinamico.

2.17 Relacoes de Maxwell

Fazendo a derivada parcial da equacéo (58) com relacdo ao volume, mantendo a

entropia constante, obtém-se

oT oU
(av)sz(aav(as)m)s '

Por outro lado Fazendo a derivada parcial da equacao (59) com relacdo a entro-

(81)

pia, mantendo o volume constante, obtém-se
oP ou
(55) =—(&(55) )

as), = as\av ), (82)
Conclui-se que
oT, 0P
(W)s_ <8S)V . (83)

Essa é apenas umas das muitas relacdes de Maxwell. As quais sdo obtidas a partir
das diferentes representacdes: representa da energia, representacdo da entropia, repre-
sentacdo de Helmholtz, etc.

2.18 Entropia

Em 1877, Ludwig Boltzmann propds que a entropia € proporcional ao logaritmo ne-
periano da nimero de microestados do sistema Q , ou seja,
S=klnQ |, (84)

onde k é a constante de Boltzmann.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann
https://pt.wikipedia.org/wiki/1877
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3 Fisica computacional em termodinamica

Nesse capitulo sdo estudados dois problemas. O primeiro consiste na interpolacao
polinomial de dados referentes a capacidade térmica molar em funcao da temperatura, e
o calculo da variacdo de entalpia de uma transformacao isobarica através de integracéo
do polinémio interpolador, e também através de integracdo numérica pela regra de Simp-
son. O segundo caso estudado é o de ...

3.1 Interpolacao e integracao numeérica

Tabelas termoquimicas de um grande numero de compostos encontram-se dispo-
niveis em sites como http://kinetics.nist.gov/janaf/. Nessas tabelas constam os valores de
capacidade térmica molar dos compostos. Por exemplo, a tabela termoquimica do gas ni-
trogénio pode ser encontrada em http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt.

As primeiras linhas do arquivo 'N-023.txt' s&o mostradas na Figura 5.

Nitrogen (N2) N2(ref)

T(K) Cp S -[G-H(Tr)]/T H-H({Tr) delta-f H delta-f G log Kf
0] 0. 0. INFINITE -8.670 0. 0. 0.

100 29.104 159.811 217.490 -5.768 0. 0. 0.

200 29.107 179.985 194.272 -2.857 0. 0. 0

250 29.111 186.481 192.088 -1.4602 0. 0. 0

Figura 5. Tabela termoquimica fornecida em http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt.

O comando < load 'N-023.txt' > do MATLAB Ié o arquivo 'N-023.ixt' para a matriz
N-023. Todavia, é necessério transformar as trés primeiras linhas do arquivo em comen-
tarios para que o MATLAB possa ler o arquivo 'N-023.txt'. Uma linha é transformada em
comentario quando ¢€ iniciada pelo simbolo de porcentagem %, como mostrado na Figura
6.

%Nitrogen (N2) N2(ref)

%T(K) cp s -[G-H(Tr)]/T H-H(Tr) delta-f H delta-f G log Kf
%0 0. 0. INFINITE -8.670 0. 0. 0.

100 29.104 159.811 217.490 -5.768 0. 0. 0.

200 29.107 179.985 194.272 -2.8B57 0. 0. 0

250 29.111 186.481 192.088 -1.402 0. 0. 4]

Figura 6. Tabela termoquimica fornecida em http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt,

com as trés primeiras linhas comentadas.

A primeira e a segunda linhas da matriz NO23, obtidas através do comando < N023

= load('N-023.txt"); >, sdo a temperatura absoluta e a capacidade térmica molar a pressao


http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt
http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt
http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt
http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt
http://kinetics.nist.gov/janaf/html/N-023.txt
http://kinetics.nist.gov/janaf/
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constante, respectivamente. O comando < T=N023(:,1); > produz um vetor coluna T com
os valores de temperatura absoluta e o comando < Cp=N023(:,2); > produz um vetor co-
luna Cp com os valores de capacidade térmica molar.
Para interpolar n dados, deve ser utilizado um polindmio interpolador de grau n-1:
C,(T)=a,+a,T+a,T*+...+a, T"" . (85)
Substituindo os dados (T',C,) na equag&o (85), com i variando de 1 até n, ob-

tém-se n equac0Oes, dadas por

a,+T'a,+(T'f a,+..+(T")" 'a,=C , (86)
gue na forma matricial ficaria
n
lTl(Tl)z (Tl)n—l a, Cp
!
1T(T2R. (T2 || B=|C] 87)
LATN(T (T
Ll I

Nota-se que a matriz que armazena as temperaturas, que chamaremos de MatrizT,
possui como elemento < MatrizT(i,j) = T(i)*(j-1); >, com i e j variando de 1 a n. Dessa for -
ma, a matriz que contém os dados da temperatura mostrada na equacédo (87) pode ser
preenchida através da estrutura de iteracdo a seguir:

< fori=1l:n
for j=1:n
MatrizT(i,j) = T()"(-1);
end
end >
e 0s coeficientes a; podem ser calculados utilizando 0 comando
<a=inv(MatrizT)*Cp(1:n);>. As imagens Cpl fornecidas pelo polinbmio interpolador para
as temperaturas sao calculadas através de
<fori=1l:n
Cp1(i)=0;
for j=1:n
Cpl(i)=Cp1()+a(i)*T()*G-1);
end
end >.

A curva de capacidade térmica molar em funcdo da temperatura comparada a in-

terpolacdo dos quinze primeiros pontos resulta no grafico mostrado na Figura 7. Nesse

caso, ha uma boa aproximacéo, mas se forem utilizados, por exemplo, vinte pontos, o po-
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lindbmio interpolador encontrado diverge da curva. Os polinémios de alto grau possuem
uma natureza oscilatéria que inviabiliza sua utilizacdo com um nimero muito grande de
pontos.

Uma solucdo poderia estar na utilizacdo de apenas oito dos sessenta e quatro
pontos disponiveis no arquivo 'N-023txt'. Foram escolhidos os pontos posicionados em 1,
8, 16, 32, 40, 48, 56, 64. O resultado dessa interpolacéo estd mostrado na Figura 9. O re-
sultado ndo divergiu, porém ao nao utilizar todos os pontos, o erro de interpolagdo au-
menta com relacdo a curva original.

Uma solucdo mais eficiente consiste em dividir o intervalos em varios subinterva-
los, nos quais séo obtidos polindbmios interpoladores diferentes. Esse método é conheci-
do como interpolacdo polinomial por partes, ou spline. Poder-se-ia utilizar polinGmios de
primeiro grau ligando sempre dois pontos consecutivos, mas isso ndo é recomendavel,
pois as derivadas nas extremidades dos segmentos de reta ndo existiiam para essa
aproximacao. Por outro lado, se polinbmios cubicos sao utilizados, ha quatro coeficientes
a serem ajustados, permitindo que se assegure a continuidade da funcéo, da derivada e
da segunda derivada.

Uma aproximacdao por spline pode ser obtida com o MATLAB, através do comando
< pp = spline(T,Cp); >, que fornece o polinomial por partes que interpola a curva de Cp
em funcdo de T. Um vetor coluna com os valores de capacidade térmica molar Cpl pode
ser obtido a partir de um vetor coluna de temperaturas absolutas T, através do comando
< Cpl = ppval(pp,T); >. Para comparar a aproximacao por spline com os dados do arqui-
vo 'N-023.txt", plota-se o grafico com o comando <plot(T,Cp,'0',T,Cpl);>. Essa compara-
cdo € mostrada na Figura 10. A curva obtida através de interpolacdo spline cubica apre -
senta resultados significativamente melhores do que os obtidos anteriormente.

A variacdo de entalpia de uma transformacéo isobarica pode ser obtida a partir da
capacidade térmica molar. A equacao (78) mostra que

H:U+PV:«dH:dU+PdV:dH:d(U+PV)2d—H:M=6—Q=CP . (88)
dT dT ST

portanto,
Ty
AH=[C,dT . (89)

Dessa forma, a variacdo de entalpia pode ser calculada através do comando
<integral(@(T)ppval(pp,T),Ti,Tf);>, em que Ti e Tf ndo precisam representar valores con-
tidos no arquivo 'N-023.txt', haja vista o polinémio interpolador fornecer o valor de capaci-

dade térmica molar Cp para qualquer valor de temperatura T. Por exemplo, a variacao de
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entalpia para uma transformacéao isobarica do gas nitrogénio, em que ha uma variacao de
temperatura de 150K a 1750K (esses valores ndo pertencem ao arquivo 'N-023.txt"), é
51,513 KJ/mol. Para o intervalo de temperaturas de 200K a 1800K, a variacdo de entalpia
é de 51,835 KJ/mol.
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Figura 7. A curva de capacidade térmica molar em funcdo da temperatura comparada a
interpolagcé&o dos quinze primeiros pontos.

A integracdo pode ser realizada diretamente através dos dados contidos em 'N-
023.txt' para o intervalo de temperaturas que vai de 200K a 1700K. Pode-se utilizar, por
exemplo, a regra de Simpson.

Na regra de Simpson a curva que passa nos pontos (x,,,v.,), (x,y,) e

(x.,1, Y1) € aproximada por um polinémio quadratico, que escrito na forma do polind-
mio interpolador de Lagrange é dado por

(X_X;)(X X1+1) (X_Xi—l)(x_xl+1) (X_Xi—l)<x_xi>

y(x)=y. +Y, +Yi . (90
1<Xi—1_xi)(xi—1 Xi+1) (Xi_xi )(X X1+1) ! (Xi+1_xi—1)(xi+1_xi) ( )
Integrando a equacédo (90) de x,;, a x;,, ,chega-se a

S J. y dX_ (yl 1+4Y1+y1+1) ’ (91)

onde h=x,—x,_,=x,,,—x; .Nesse caso, ovalorde h ¢ dado por
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T.—T.
h=—L—1 (92)
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Figura 8. A curva de capacidade térmica molar em funcdo da temperatura comparada a

interpolag&o dos vinte primeiros pontos.

O algoritmo que calcula a integral, no intervalo de temperaturas que vai de 200K a
1800K, seria entédo
< VariaEntalpia=0;

for j=1:8
i=2*%+1;
Si=(Cp(i-1)+4*Cp(i)+Cp(i+1))*h/3;
VariaEntalpia=VariaEntalpia+Si;

end>.
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Figura 9. A curva de capacidade térmica molar em funcao da temperatura comparada a

interpolacdo como os pontos posicionados em 1, 8, 16, 32, 40, 48, 56, 64.

Alguns pontos foram eliminados a fim de que h=100 fosse uma constante entre
duas temperaturas consecutivas. A temperatura de 200K ficou armazenada no indice 2
do vetor coluna T e a temperatura de 1800K ficou armazenada no indice 22 do vetor co-
luna T. Dessa forma, para calcular a integral pela regra de Simpson, foram utilizados os
indices 3, 5,7, 9, 11, 13, 15, 17, 19 e 21. O resultado obtido foi 51,835 KJ/mol, 0 mesmo
obtido integrando o polinémico interpolador spline cubico.



35

29 T T T r r

|/r

BT

2

4t

o

original
zpline cubica -

Cp [J/maolk]

23

22

21

20

29 1 1 1 1
2000 3000 4000 5000 BO00

T [K]

0 1000

Figura 10. A curva de capacidade térmica molar em funcéo da temperatura comparada a
interpolacdo spline cubica. A curva obtida através de interpolacdo spline cubica apresen-
ta resultados significativamente melhores do que os obtidos anteriormente.

3.2 Mudanca de fase

Mudancas descontinuas nas propriedades de uma sistema em face de mudanca
infinitesimais das quantidades termodinamicas representam mudancas de fase. As quan-
tidades termodinamicas de interesse, as quais influenciam na mudanca de fase, sdo a
temperatura e a pressao. Por exemplo, a agua em maiores altitudes em que a presséo e
menor, a temperatura de ebulicdo da agua torna-se menor. Na Figura 11, € mostrado um
diagrama de fases, o qual mostra as fronteiras entre as fases solida CO,(s) , liquida

CO,(I) egasosa CO,(g) do dioxido de carbono. Essas fronteiras representam os va-
lores de pressdo e e temperatura nas quais duas fases coexistem. O ponto triplo X é
aguele em que as trés fases coexistem. O ponto critico Z representa o ponto a partir do
gual ndo ocorrem mais descontinuidades e, portanto, ndo é mais possivel diferenciar li-

quidos de gases.
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Figura 11. diagrama de fases, o qual mostra as fronteiras entre as fases sélida CO,(s)

, liquida CO,(I) e gasosa CO,(g) do diéxido de carbono (Fonte: BROWN, LEMAY e
BURSTEN, 2005).

Observando o ponto Y, que esta a pressdo de 1 atm, nota-se que aumentando a
temperatura, pode-se levar o gas carbénico do estado sdlido diretamente para o estado
gasoso, 0 que é conhecido como sublimagdo. O modelo do gas ideal ndo prevé a mudan-
ca de fase. O modelo de Van der Waals € uma modificacdo do modelo do gas ideal, que
incorpora efeitos de interacdo entre as moléculas do gas e permite analisar a mudanca
de fase. Uma das modificacGes considera que o volume do gas deve levar em conta o vo-
lume proprio das particulas. Essa correcdo pode ser feita substituindo o volume V na
equacao dos gases ideais, que corresponde a equacado (22), por V-—nb , haja vista o
volume ocupados pelas proprias moléculas depender do nimero delas (aqui representa-
do em numero de mols n ). Na temperatura T=0 o volume ser& V=nb , e nao
igual a zero. A pressao do gas real deve ser menor do que a presséo do gas ideal por um
fator p, .Pode-se pensar num elemento de volume do gas com uma densidade de par-
ticulas (em mols por metro cubico) dada por n/V . As moléculas que atravessam a Ssu-
perficie desse elemento sdo atraidas para o interior do elemento, reduzindo a forca que
exerceriam sobre uma superficie que contivesse essas moléculas. Essa pressdo p,
depende da distancia média entre as particulas e do numero de particulas na superficie

do elemento, sendo ambas quantidades proporcionais a densidade de particulas e, por-

tanto, p,=a(n/V?) . Dessa forma, chega-se a equacgdo de Van der Waals, expressa

como
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2

[P+(%) al(V—nb)=nRT . (93)

Dividindo a equacao (93) pelo numero de mols e substituindo V=vn (v €éo0

volume por mol) chega-se a expresséao

2

[P+(%) al(v—b)=RT ,

RT a
:v—b_F ' (94)

p

Os valores para o diéxido de carbono sdo ¢=0,37186Pam’mol > €
b=0,043x10>m’mol”' . A Figura 12 mostra as isotermas obtidas através da equacéo
(94) para o diéxido de carbono, para as temperaturas 260 K, 280 K e 320 K. O algoritmo
inicialmente atribui o valor das constantes:
<R = 8.314462; % Constante dos gases em m”"3.Pa. K*-1.mol*-1
a = 0.37186; % Constante a para o CO2 em Pa. m"3 . mol*-2
b = 43e-6; % Constante a para 0 CO2 em m"3 . Mol*-1>.
Em seguida, € escolhido o intervalo de volumes considerados :
<v = [1.2*b:0.005*b:15.0*b]'; % Volume por mol em m"3 . Mol*-1>.

» 10

14

T=260K
T=280K
T=320K, ||

12

wr

P [Pa]

W [mzfmnl] » 10_4

Figura 12. Algumas isotermas do diéxido de carbono.
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Depois séo atribuidos os valores de temperatura e sdo calculadas as pressoes:
<T = 260.0; % Temperatura em K
P260 = R*T./(v-b)-a./v.*2; % Pressao em Pa
T = 280.0; % Temperatura em K
P280 = R*T./(v-b)-a./v."2; % Pressédo em Pa
T = 320; % Temperatura em K
P320 = R*T./(v-b)-a./v.*2; % Pressao em Pa>

Uma matriz cujas colunas séo as pressdes e as linhas séo os volumes € criada:

<isotermas = [P260 P280 P320];>.

Finalmente, as isotermas sao plotadas:

<plot(v,isotermas);
axis([0.0 15.0*b 0 140e5));
xlabel('v [m"3/mol]’);
ylabel('P [Pa]");
legend('T=260K',' T=280K",'T=320K");>.

Observando a Figura 12, nota-se que para as temperaturas 260 K e 280 K existe
um trecho da curva para o qual a pressao decresce com 0 aumento do volume. Esse tre-
cho, que esta situada entre um ponto de minimo local e um ponto de maximo local, ndo
possui estabilidade mecéanica, isto é, ndo goza da propriedade ;=0 ,onde Xr ¢éa
compressibilidade isotérmica, a qual € dada pela equacéo (68). Dessa forma, esse € um
estado de equilibrio instavel.

Derivando a equacao (94) com relagdo ao volume por mol v , chega-se a ex-
pressao

dP —RT 2a
@ (v-bP v

Todavia, a derivada da equacao (94) pode ser obtida através de diferencas finitas. Pode-

(95)

se utilizar a aproximacao mais simples, conhecida como diferenca centrada avancada:
dP _ P,,,—P,
dv Av

Como todos os elementos do vetor v entram-se igualmente espacados, entdo

(96)

Av=v(2)-v(1) . E possivel calcular a expressdo (96) no MATLAB através do coman-
do:
<derivP260=diff(P260)/(v(2)-v(1));>.
Além disso, é possivel selecionar apenas os pontos que ndo ocorrem fisicamente,

isto €, que possuem derivada da pressao com o volume positiva:
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<for i=1:length(v)-1
if (derivP260(i)>0)
vinst(i)=v(i);
Pinst(i)=P260(i);
end

end>

105
147 : : : : : .
T=260K
T=230K
12r T=320K I
2 derivada pozitiva
10
8 n
=
o E |
4t
2 -
(it
]

v [n3/mal] . 10_4
Figura 13. Algumas isotermas do diéxido de carbono, com trecho instavel da temperatura
260K ressaltado.

Na Figura 13, o trecho de derivada positiva da curva é plotado juntamente com 0s
gréaficos anteriores.

Existe outro problema nos gréficos da Figura 12. Para uma pressao entre o minimo
local e o0 maximo local ha trés volumes associados. Observando a Figura 11, para uma
temperatura de -13,15C° (equivalente a 260 K) e uma presséo de abaixo da pressao criti-
ca (cerca de 73 x 105 Pa), o dioxido de carbono encontra-se na fase liquida. E possivel
notar, a partir da isoterma da Figura 13, que para uma pressao de 60 x 10> Pa, por ex-
emplo, o ponto esta acima do maximo local e, portanto, possui volume bem definido. To-

davia, a medida que a pressao € reduzida, o estado correspondente no grafico presséo
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em func&o do volume aproxima-se da fronteira que distingue a fase liquida da fase solida.
No momento em que essa fronteira for atingida, a pressdo ser4 mantida constante, até
gue ocorra a mudanca de fase. Dessa forma, durante a mudanca de fase, ocorrera uma
transformacao isobérica. O calor que entra no sistema nesse trecho é igual ao calor la-
tente, e € 0 mesmo para um processo isotérmico ou para um processo isobarico. Como a
variacao da energia interna s6 depende dos estados final e inicial, ela é a mesma para os
dois processos. Dessa forma, os trabalhos devem ser iguais. Como os trabalhos s&o nu-
mericamente iguais a area sob a curva do grafico PV, a isobarica em que ocorre mudan-
ca de fase € aquela que possui a mesma area da isoterma. Isso equivale a dizer que a
areas inferior e superior entre a isoterma e a isobarica séo iguais.

Para uma dada presséo, os trés valores de volume podem ser obtidos solucionan-
do a equacéo (93), a qual foi expandida e solucionada pelo comando “vpasolve” do MA-
TLAB, resultando no vetor que contém os trés valores de volume associados a uma mes-
ma pressédo. Esse vetor foi denominado “pontos”. O codigo ficou assim:

<pontos=sort(eval(vpasolve(-s"2*R*T+(s"3-b*s"2)*P+a*s-a*h,s)));>.

O comando “sort” ordena o vetor atribuindo menor indice & componente de menor
valor. A area “Al” foi definida como a area entre a adiabatica e a isoterma compreendida
entre o primeiro e o segundo volume. A area “A2” foi definida como a area entre a adia-
batica e a isoterma compreendida entre o segundo e o terceiro volume. As equacdes que
calculam essas areas sao, portanto,

<Al=(pontos(2)-pontos(1))*P-eval(int(R*T/(s-b)-a/s"2,s,pontos(1),pontos(2)))
A2=eval(int(R*T/(s-b)-a/s"2,s,pontos(2),pontos(3)))-(pontos(3)-pontos(2))*P>.

Para encontrar a construcdo de Maxwell, foi utilizado o método da bissecédo. Ob-
servando a Figura 12, nota-se que a pressdo em que ocorre a mudanca de fase para a
temperatura de 260K esta entre 30Pa e 40Pa, pois para valores abaixo de 30Pa a area
A2 torna-se maior do que Al, e para pressdes maiores do que 40Pa, a area Al torna-se
maior do que a area A2. O método da bissecdo toma sempre a média entre 0s extremos
em que ocorre a busca. O objetivo é encontrar a raiz da funcdo A1-A2. Se essa funcao
for negativa, A2 é maior do que Al, significando que a busca deve ser realizada para va-
lores de presséo superiores a média, logo o intervalo inferior deve ser trocado pela meé-
dia. A seu turno, se a funcao for negativa, A1 é maior do que A2, significando que a bus-
ca deve ser realizada para valores de pressao inferiores a média, logo o intervalo superi-
or deve ser trocado pela média.
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Figura 13. Isotermas do dioxido de carbono a temperatura de 260K com a construcao de
Maxwell.

Escrevendo isso na forma de um algoritmo, tem-se
<syms s; T=260; P2=40e5; P1=30e5; difA=1e10;
while (abs(difA)>1e-3)
P=(P1+P2)/2.0;
pontos=sort(eval(vpasolve(-s"2*R*T+(s"3-b*s"2)*P+a*s-a*b,s)));
Al=(pontos(2)-pontos(1))*P-eval(int(R*T/(s-b)-a/s"2,s,pontos(1),pontos(2)))
A2=eval(int(R*T/(s-b)-a/s"2,s,pontos(2),pontos(3)))-(pontos(3)-pontos(2))*P
difA=A1-A2
if (difA<0) P1=P;eles P2=P;end end>

Como resultado chega-se a presséo de 36.348Pa. O grafico mostrando a constru-
cado de Maxwell € mostrado na Figura 14.
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4 Consideracoes finais

Neste trabalho foi desenvolvido um material voltado para o ensino de termodinami-
ca utilizando o programa MATLAB. Esse material didatico foi produzido pensando em um
curso de termodinamica de um semestre, apresentado conceitos como grandezas termo-
dindmicas, funcdes de estado, processos termodinamicos, leis da termodinamica, ciclo de
Carnot, equacéao de Euler, equacao de Gibbs-Duhem e relagdes de Maxwell.

O material disponibiliza alguns cédigos que podem ser utilizado em sala de aula, a
fim de enriquecer o aprendizado e, para além disso, pretende despertar no aluno o inte-
resse pelas ferramentas computacionais, as quais podem auxiliar no aprendizado de fisi-
ca, servindo tanto como laboratérios virtuais, como ferramentas que facilitam esmiucar a
teoria de uma forma mais detalhada do que € possivel fazer apenas com lapis, papel e
calculadora.

Foram apresentadas nocdes de programacdo em MATLAB, assim como, foi
realizado um estudo sobre as mudancas de fase através de uma abordagem numeérica,
utilizando a construcado de Maxwell na equacao de Van der Waals.

A partir dessas consideragcbes, pode-se concluir que o0s objetivos geral e
especificos do trabalho foram atingidos e, portanto, aqui esta sendo disponibilizado um
material de fécil leitura para um aluno de graduacdo, voltado para o ensino de
termodinamica, e que apresenta uma abordagem computacional para o ensino dessa

disciplina.
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