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Resumo

O objetivo deste trabalho é desenvolver programas para modelar estrelas politrépicas
relativistas e nao-relativistas, usando o método Runge-Kutta-Fehlberg. Foi apresentado
um material introdutério de relatividade geral conciso e acessivel para estudantes dos
ultimos anos de licenciado em fisica. Foi desenvolvida uma solugao detalhada das equagoes
de campo de Einstein para uma distribuicdo de matéria-energia estatica e esfericamente
simétrica, dando origem a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. A implementagao do
método Runge-Kutta-Fehlberg na solucao dos modelos para estrelas politrépicas relativistas
e nao-relativistas foi mostrada em detalhes. Simulagdes do modelo de estrela politropica
nao-relativistica para indices politropicos n =0, n =1, n = 3, e n = 5 foram comparados
com resultados da literatura. Simulagoes do modelo de estrela politropica relativistica
para indices politropicos n = 0.1, n =02, n =03, n =04, n = 0.5, n = 0.6, n = 0.7,
n =038 n=09 n=10en = 3.0 foram comparados com resultados da literatura.
Sistemas de equacoes diferenciais dos modelos de estrelas politropicas relativisticas e nao-
relativisticas, para indice politrépico n = 1.5, K = 5.3802 x 103Nm?/kg®® e densidade
central p, variando de 1 x 10K g/m?® a 1 x 102 Kg/m? foram solucionados via método
de Runge-Kutta-Fehlberg com passo espacial maximo de hmaz = 1 x 1075, passo espacial

minimo de hmin = 1 x 1071 e tolerancia tol = 1 x 107,

Palavras-chaves: Método Runge-Kutta-Fehlberg. Relatividade Geral. Equacao de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff. Estrelas Politrépicas.






Abstract

The objective of this work is to develop programs to model of relativistic and non-relativistic
politropic stars, using the Runge-Kutta-Fehlberg method. A concise and accessible general
relativity introductory material for students of the last years of licentiate in physics was
presented. It was developed a detailed solution of the field equations of Einstein to an
matter-energy distribution of static and spherically symmetric, giving rise to the Tolman-
Oppenheimer-Volkoff equation. The implementation of the Runge-Kutta-Fehlberg method
in the solution of the models for relativistic and non-relativistic politropics stars was showed
in details. Simulations of the non-relativistic polytropic star model for polytopic indexes
n=0,n=1,n=3, and n =5 were compared to literature results. Simulations of the
relativistic polytopic star model for polytopic indexes n = 0.1, n = 0.2, n =0.3, n = 0.4,
n=05n=06n=07n=08n=09 n=1and n =3 were compared with results
from the literature. Systems of differential equations of the relativistic and non-relativistic
polytopic star models for polytopic index n = 1.5, K = 5.3802 x 103Nm?/kg®/® and
central density ranging from 1 x 1016kg/m? to 1 x 10*°kg/m? were solved by Runge-Kutta-
Fehlberg method with maximum space step of hmaz = 1 x 107%, space step minimum of

hmin = 1 x 107 and tolerance of tol =1 x 1075,

Key-words: Runge-Kutta-Fehlberg method. General Relativity. Tolman-Oppenheimer-
Volkoff equation. Polytropic stars.






Lista de ilustracoes

Figura 1 — A partir do programa desenvolvido para a solugdo do modelo de estrela
politrépica nao-relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg, os
resultados obtidos foram comparados com aqueles fornecidos pelas
solugoes analiticas, existentes para os casos n = 0, n = 1 e n = b,
disponiveis na referéncia (MACIEL, 1999), e para o caso n = 3, sem
solucao analitica, mas com resultados apresentados na pagina 91 da

mesma referéncia, os quais foram extraidos através do programa xyscan

(http://rhig.physics.yale.edu/ ullrich/software/xyscan/) . . . . . . . .. 61
Figura 2 — Raio e massa para uma estrela politrépica com n = 1 para K =

2.06 x 10°'Nm*/kg* e pc = 4640.0kg/m> . . . . . . ... ... ... .. 62
Figura 3 — Raio e massa para uma estrela politrépica com n = 1 para K =

3.84 x 10°Nm2/kgs e pc = 76400.0kg/m®. . . . .. . . ... ... ... 62

Figura 4 — Comparagao dos valores de u da equacao (3.50) obtidos utilizando os
valores obtidos via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores
disponibilizados na referéncia (BLUDMAN, 1973) . . . . . ... .. .. 63

Figura 5 — Comparagao dos valores de v(z) obtidos utilizando os valores obtidos
via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados
na referéncia (BLUDMAN, 1973) . . . . . . ... ... ... ... ... 64

Figura 6 — Comparagao dos valores de = obtidos utilizando os valores obtidos via
método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na
referéncia (BLUDMAN, 1973) . . . . . . . ... ... ... ... 64

Figura 7 — Curvas de Massa (em massas solares) em funcdo do Raio (em km)
obtidas através do método de Runge-Kutta-Fehlberg. . . . . . . . . .. 66






Lista de tabelas

Tabela 1 — Comparacao dos valores de x e v(x) obtidos utilizando os valores obtidos
via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados
na referéncia (BLUDMAN, 1973), paran =3 . . . . . ... ... ...






0.1
0.2

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

3.1
3.2
3.3

Sumario

Introducdo . . . . . . . . . . ... e e e e e e e 21
Objetivos . . . . . . . . . 21
Disposicdo dos capitulos . . . . . . . . .. ... 22
RELATIVIDADE GERAL . . . . . . . . . . . . i it i i 25
Principio da Equivaléncia . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 25
Variedade Diferenciavel . . . . . . . ... ... ... .......... 26
Vetores . . . . . . . . e 27
1-Formas . . . . . . . . .. 28
Tensores . . . . . . . e 29
Tensor Métrico . . . . . . . . . . . ... 31
Derivada Covariante . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 33
Tensor Energia-Momento . . . . . . . . . ... ... 34
Transporte Paralelo . . . . . . .. .. ... ... ... . 36
Tensor de Curvatura de Riemann . . . . . . . . ... ... ... ... 37
Tensor de Einstein . . . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 38
Espaco-Tempo Curvo . . . . . . . . . .. .. ... ... 39
Equacao de Campo de Einstein . . . . . .. ... ... ... ... 39
EQUACAO DE TOLMAN-OPPENHEIMER-VOLKOFF . . ... .. 41
Métrica . . . . . . . .. 41
Simbolos de Christoffel . . . . . ... ... .. .. ... .. ...... 42
Tensor de Curvatura de Riemann . . . . . . . . ... ... .. .... 45
Tensorde Ricci . . . . . ... .. ... ... ... .. .. . 47
Tensor de Ricci Misto . . . . . . . . ... ... .. ... ........ 47
Escalarde Ricci . . . . . . . . . . ... ... 48
Tensor de Einstein . . . . . . .. ... ... ... ... ... ..., 48
Tensor de Energia-Momento . . . . . . . . . . ... ... ... ... 48
Equacoes de Campo de Einstein . . . . . . . ... ... ... ... .. 50
Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff . . . . . . . .. ... ... 50
Métrica de Schwarzschild . . . . . . . . ... ... ... ... ... .. 52
ESTRELAS POLITROPICAS . . . . . . o ittt e i 53
Equacdes de Estado . . . . . . . . . ... 53
Indices Politrépicos . . . . . . . . . ... ... 53

Equilibrio Hidrostatico . . . . . . . .. .. ... ... .. ........ 54



3.4
3.5

4.1
4.2
4.3
4.4

Estrelas Politropicas Nao-Relativisticas . . . . . . .. ... ... ... 54
Estrelas Politropicas Relativisticas . . . . . . . ... ... ... .... 56
RESULTADOS . . . . . . . .t e e e e e e e e e e e e e 59
Método Runge-Kutta-Fehlberg . . . . . . . . . ... ... ... .... 59
Validacao do Cdédigo para Estrela Politrépica Nao-Relativistica . . . 61
Validacao do Cédigo para Estrela Politropica Relativistica . . . . . . 62
Curvas de Massa em funcdago do Raio . . . . . ... ... ... ... .. 65
Conclusdo . . . . . . . . . o i e e e e 67
REFERENCIAS . . . . . . . e 69
APENDICES 71

APENDICE A - VALIDACAO DO PROGRAMA PARA ESTRELA
POLITROPICA NAO-RELATIVISTICA . .. ... 74

APENDICE B - VALIDACAO DO PROGRAMA PARA ESTRELA
POLITROPICA RELATIVISTICA ... ...... 81

APENDICE C - VALIDACAO DO PROGRAMA PARA ESTRELA
POLITROPICA RELATIVISTICA .. ....... 88



21

Introducao

Em 1905, Albert Einstein publicou os primeiros trabalhos que deram origem a
teoria da relatividade. Todavia, a conclusao da teoria da relatividade geral foi realizada
por Einstein apenas em 1915. Essa teoria substitui a lei da gravitagdo universal de Newton.
Ela prevé que a presenca de matéria-energia curva o espago-tempo, criando geodésicas

curvas nas quais OS COrpos movems-se.

Durante muitos anos, a correcao do periélio de Merctrio e o encurvamento da luz
(constatado nos eclipses) foram algumas das poucas oportunidades para testar a teoria
geral da relatividade. Contudo, em 2015, a detecgao pelo LIGO (www.ligo.caltech.edu) de
ondas gravitacionais produzidas pelo choque de dois buracos negros ha 1,3 bilhao de anos,

deu origem a uma forte comprovacao da teoria da relatividade geral.

Ha anos a simulagao computacional tem-se mostrado importante como complemento
a fisica tedrica e a fisica computacional. O uso de simulagoes computacionais em relativade
geral é muitas vezes denominado de relatividade numérica. Simula¢des computacionais
podem ser realizadas para solucionar as equagoes de campo de Einstein numericamente.
Por exemplo, a equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV), resultante das equagoes
de campo de Einstein para o interior de uma distribui¢do de matéria-energia estatica e
com simetria esférica pode ser resolvida pelo método de Runge-Kutta. A equagao TOV
pode ser utilizada para modelar, por exemplo, uma estrela de néutrons. Para isso, pode-se

utilizar um equagao de estado politrépica.

A justificativa para a realizacdo desse trabalho encontra-se na necessidade de

producao de material e formagao de recursos humanos na area de fisica computacional.

0.1 Objetivos

O objetivo deste trabalho é desenvolver programas capazes de simular corretamente
os modelos de estrelas politrépicas relativisticas e nao-relativisticas, através do método de
Runge-Kutta-Fehlberg.

Alguns dos objetivos especificos desse trabalho sdo: desenvolver um material in-
trodutoério sobre relatividade geral que seja conciso e acessivel para alunos dos tltimos
anos de licenciatura em fisica, apresentar a solucao detalhada das equagoes de campo de
Einstein para o interior de uma distribuicao de matéria-energia estatica e com simetria
esférica dando origem a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, e apresentar detalhes
da implementacao do método de Runge-Kutta-Fehlberg na solu¢do dos modelos de estrelas

politrépicas relativisticas e nao-relativisticas.
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0.2 Disposicao dos capitulos

Este trabalho esta organizado em introdugao, desenvolvimento e conclusao. O

desenvolvimento é constituido por quatro capitulos.

No primeiro capitulo, descreve-se a teoria da relatividade geral de forma sucinta
e acessivel a alunos que estejam finalizando o curso de licenciatura em fisica. Alguns
topicos abordados sao: principio da equivaléncia, variedade diferenciavel, vetores, 1-formas,
espaco tangente, espago cotangente, transformacao covariante, transformacao contrava-
riante, tensores, produto tensorial, simetrizacao de tensores, transformacgoes covariante
e contravariante de tensores, equagoes tensoriais e covariancia das leis da fisica, tensor
métrico, produto escalar, abaixamento e levantamento de indices, simbolos de Christoffel,
derivada covariante, tensor energia-momento, transporte paralelo, tensor de curvatura
de Riemann, tensor de Ricci, tensor de Einstein, relagdo entre gravidade e espago-tempo

curvo e equagoes de campo de Einstein.

No segundo capitulo deduziu-se a equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, a
partir da equacao de Einstein para uma métrica associada a um objeto material estatico e
esfericamente simétrico. Partiu-se da métrica, em seguida calculou-se os coeficientes da
métrica inversa, assim como, as derivadas da métrica com relagao as coordenadas. Em
seguida, foram calculados em sequéncia: os simbolos de Christoffel, o tensor de curvatura de
Riemann, o tensor de Ricci covariante, o tensor de Ricci misto, o tensor de Einstein misto
e o tensor de energia-momento misto. As equagodes de campo de Einstein foram obtidas a
partir do tensor de Einstein misto e do tensor de energia-momento misto encontrados. A
partir das equacoes de campo de Einstein, foi deduzida a equacao de Tolman-Oppenheimer-
Volkoff. Também foi obtida a expressao da métrica de Schwarzschild, que caracteriza o

exterior da regiao esférica que contém massa em seu interior.

No terceiro capitulo sao apresentados os modelos de estrelas politropicas nao-
relativisticas, assim como, os modelos de estrela politrépicas relativisticas. Sao apresen-
tadas as expressoes para as equacoes de estado para uma estrela politropica, algumas
consideracoes sobre os valores assumidos pelos indices politropicos, a expressao para
o gradiente de pressao sob condi¢ao de equilibrio hidrostatico. Finalmente sao obtidos
os problemas de valor de contorno que caracterizam os modelos, utilizando a lei da
gravitacao universal de Newton, no caso do modelo nao-relativistico; e as equacoes de

Tolman-Oppenheimer-Volkoff, no caso relativistico.

No quarto capitulo sao apresentados detalhes de implentagao do método Runge-
Kutta quartico (RK4) e do método Runge-Kutta-Fehlberg. Simula¢oes do modelo de
estrela politropica nao-relativistica para indices politrépicosn =0, n=1,n=3,en=2>5
sao comparados com resultados da literatura. Simulagoes do modelo de estrela politropica

relativistica para indices politropicos n = 0.1, n =0.2, n =0.3, n = 0.4, n = 0.5, n = 0.6,
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n=0.7,n=08n=09 n=10en=3.0 sao comparados com resultados da literatura.
Sistemas de equagdes diferenciais dos modelos de estrelas politrépicas relativisticas e nao-
relativisticas, para indice politrépico n = 1.5, K = 5.3802 x 103Nm?/kg®® e densidade
central p. variando de 1 x 10'%kg/m3 a 1 x 10*kg/m? sdo solucionados via método de
Runge-Kutta-Fehlberg com passo espacial maximo de hmax = 1 x 107°, passo espacial

minimo de hmin = 1 x 10~1° e tolerancia tol = 1 x 107S.
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1 Relatividade Geral

Dentre os tépicos abordados neste capitulo, estao: principio da equivaléncia, varie-
dade diferenciavel, vetores, 1-formas, espaco tangente, espaco cotangente, transformacao
covariante, transformacgao contravariante, tensores, produto tensorial, simetrizacao de
tensores, transformacoes covariante e contravariante de tensores, equagoes tensoriais e
covariancia das leis da fisica, tensor métrico, produto escalar, abaixamento e levantamento
de indices, simbolos de Christoffel, derivada covariante, tensor energia-momento, transporte
paralelo, tensor de curvatura de Riemann, tensor de Ricci, tensor de Einstein, relacao

entre gravidade e espaco-tempo curvo e equagoes de campo de Einstein.

1.1 Principio da Equivaléncia

Dados dois referenciais inerciais S e S’, em que o referencial S’ move-se com
velocidade ¥ com relagao ao referencial S, a posicao de uma particula no referencial S é
dada por ¥ = 7, + &), em que I, é a componente perpendicular e 7| é a componente
paralela a velocidade . A transformacgao de Lorentz altera apenas a componente paralela

da posicao, portanto, no referencial S’, a posicao 2’ da particula é dada por
t'=~(t - pzy), (1.1)

I R T
¥ =7 +9(F)] - m)ﬁ::‘, (1.2)

onde B =v/cey=1/y/1—[%é o fator de Lorentz.

Na relatividade especial é postulado que as leis da fisica sao as mesmas em qualquer

referencial inercial.
O potencial gravitacional da teoria Newtoniana é dado por

o= M (1.3)

r

onde a fonte de campo gravitacional é a massa M e G é a constante de gravitagdo universal.

Da equagao (1.3), resulta que

V2 = 4nGp, (1.4)
onde p é a densidade volumétrica de massa da fonte. Dessa equagao vé-se que p/ = % =

% = 72% = ~2p, onde p e p’ sao as densidades nos referenciais S e S’, respectivamente.
Dessa forma, vé-se que p na equagao (1.4) ndo é uma quantidade invariante. Além disso,

segundo essa equagao, perturbac¢oes na fonte produzem potenciais que se propagam com
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velocidade infinita. Para particulas que se movem a velocidades muito menores do que a

velocidade da luz v &~ 1, a gravidade newtoniana ¢ uma boa aproximagao.

A massa inercial, my, é aquela que aparece na segunda lei de Newton:

F = mya. (1.5)
Dado o campo gravitacional, § = —§¢, a massa gravitacional é aquela que aparece

na lei da gravitagao universal:
F=—-mgVo. (1.6)

A teoria newtoniana considera que essas massas sao equivalentes: m; = mg, o que
foi corroborado por experimentos de Eétvos, com precisao maior do que 1072, A afirmacao
de que as massas inercial e gravitacional sao equivalentes, m; = mg, é conhecida como
principio da equivaléncia fraco. Disso resulta que F=md= mgg = d =g = z = g.
A trajetéria da particula é dada pela solugao do problema de valor inicial com equagao
I = § e condicdes iniciais Z(0) e Z(0) conhecidas, portanto, a trajetéria é independente
dos materiais que compoem a particula. Dados dois referenciais O e ', em que o primeiro
é inercial e possui campo gravitacional uniforme g e o segundo é acelerado com aceleracao
uniforme @ e apresenta campo gravitacional §', tem-se que as coordenadas espaciais no
referencial O sdao @ = ¥ — @y, onde 7y = d. Dessa forma, a equacdo de movimento
em O 6§ =1 =7 —ay =g§—ad. Se @ apresenta um campo gravitacional nao-nulo
g # 0 e a particula estd em queda livre @ = ¢, entao o referencial O’ estd em queda
livrte e ¢ = 0. Um observador no referencial O’ nao seria capaz de realizar nenhum
experimento que lhe permitisse distinguir se O’ estd em queda livre ou numa regido em que
ha auséncia de gravidade. Em sintese: campos gravitacionais uniformes sao indistinguiveis
de aceleragoes uniformes. Localmente, isto ¢, em uma regiao espacial muito pequena com
variacao temporal também muito pequena, pode-se considerar que o campo gravitacional

é uniforme.

1.2 Variedade Diferenciavel

Seja M um conjunto nao-vazio. Uma topologia em M é um subconjunto 7 C
P (M) que satifaz os seguintes axiomas: (1) a unidao de subconjuntos arbitrdrios de 7 é
um elemento de 7; (2) a intersegao de dois elementos quaisquer de 7 é um elemento de 7;
(3) M é um elemento de 7. Se 7 é uma topologia em M, entéo, o par (M, 7) é um espago

topoldgico, e os elementos de 7 sdo chamados de abertos de (M, 7).

Se dois pontos distintos do espaco topolégico M possuem vizinhancas? disjuntas,

diz-se que ele é um espaco de Hausdorff. Uma base enumeravel de um espago topolégico é

1
2

O conjunto das partes de M, P (M), é o conjunto de todos os subconjuntos de M
Uma vizinhanga de um ponto p € M é qualquer subconjunto aberto V,, € M tal que p € V,,
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uma colecao enumeravel de abertos do espaco tal que todo aberto do espago é a uniao de
abertos dessa cole¢do. Um espaco topolégico M localmente euclidiano de dimensao n é

aquele em que todo ponto de M tem uma vizinhanca homeomérfica® a um subconjunto
aberto de R".

Uma variedade topolégica M de dimensao n > 1 é um espaco topolégico com as
seguintes propriedades: (1) M é um espago de Hausdorff; (2) M tem uma base enumeravel;

(3) M é localmente euclidiano.
Uma carta sobre um aberto U4 C M é um homeomorfismo

p:UCM—pU)CR”

n—l)

(1.7)
pr (2% .., 2
Um atlas de M em R” é uma colecao de N > 1 cartas ¢; : Uy C M — p;(U;) C R”

que cobrem M, isto é, UY, U; = M. Dadas duas cartas em M, Uy, pa) e (Us, ©g), tais
que U, NUz # ), a fungio de transigio (mudanga de coordenadas) 7,5 = g o v, !

Ta,p - gDa(ua ﬂZ/{5) — gOg(ua ﬂu/g) (18)

¢ suave (de classe C'*). Dois atlas em M sdo compativeis se a unido deles também é um
atlas em M. A unido de todos os atlas compativeis a um dado atlas em M é o atlas

maximal ou estrutura diferenciavel de M.

Uma variedade diferenciavel (de classe C*) M ou variedade suave (ou somente

variedade) é uma variedade topolégica M munida de um atlas maximal.

1.3  Vetores

Dada uma curva suave z#(\) em uma variedade M, um vetor, ¥, tangente a curva
em um ponto p é o operador derivada direcional

dz* 0 B dx#
d\ Ozt d\

U= 0, = v"0,. (1.9)

Todos os vetores tangentes a M no ponto p encontram-se no espago tangente
T, M, que é um espago vetorial. Nao ¢ possivel somar vetores em pontos diferentes de um
espago curvo, pois, os mesmos encontram-se em espagcos vetoriais diferentes. O fibrado
tangente T'M é o conjunto dos espacos tangente de todos os pontos de M. Cada vetor de
base J,, ¢ tangente a sua respectiva curva coordenada. Se for realizada uma mudanga das

1 22, 23} para as coordenadas {z°, 7!, 7%, 23}, ter-se-4

5 0 ox¥ 0 ox?

S N G N

Dois espacos topoldgicos M e N sdo ditos homeomérficos se existe uma bijecdo continua ¢ : M — N
(denominada homeomorfismo), cuja inversa também é continua

coordenadas {z°, x

Oy, (1.10)

3
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esse tipo de transformacao é dita covariante. Dado um vetor v € T, M, tem-se

L dxt 9 O0xVdxt O, i,y_ﬁj” i (1.11)
TN Do o dx oz LT T et '

esse tipo de transformacao é dita contravariante.

Os coeficientes métricos g,,, sao definidos como o produto escalar g,, = 9, - 9,. O

produto escalar - ¥ é dado por

n v n v
g.g:diau.dig dx" dx

ax O = I (1.12)

1.4 1-Formas

Uma 1-forma (vetor dual ou vetor covariante) é uma fungao linear w : T, M — R.
O conjunto de todas as 1-formas em um ponto p de M ¢ o espago cotangente Ty M (dual
do espago tangente). O conjunto dos espagos cotangentes de todos os pontos de M é o

fibrado cotangente.

O gradiente df de uma funcao escalar f é o exemplo mais simples de 1-forma:
df = f Sdat. (1.13)

Cada 1-forma de base dz* é um gradiente normal a sua respectiva superficie coordenada.

Se for realizada uma mudanca das coordenadas {x°, !, 2%, 23} para as coordenadas

{z° 7', 2% 7%}, ter-se-4

of 0w of

= 1.14

oxr  OxH v’ ( )

portanto, as componentes do gradiente transformam-se de forma covariante. Além disso,
f af ox¥ of ox¥

df = — — dz! = —dz" = dz" = dxt 1.15

= 5™ = g 0an ™ = o™ dan (1.15)

isto é, as 1-formas de base transformam-se de forma contravariante.

O produto escalar de um vetor de base 9, com uma 1-forma de base dz” ¢ definido
como

V.9, =0, di’ = o (1.16)

I

Dada a 1-forma & = w,dx" e o vetor v = v”0,, o produto escalar resulta em

w - U — wu/[)ydaj'u . al/ — C,UHUV(SZ — WM’U'u- (117)

Se for realizada uma mudanca das coordenadas {z°, x', 2% 2®} para as coordenadas

{7° 21, 2% 73}, ter-se-a

- . 8x” 3%“ Oz 0
0T =0,

75 900 = B awl,v = Opw, v’ = w, v, (1.18)

ou seja, o produto escalar é invariante sob tranformacoes de coordenadas.
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1.5 Tensores

Uma 1-forma é uma fungdo @ : TpM — R, denominada de tensor do tipo (0,1),

que transforma um vetor em um niumero real:

D(0) =@ T = wah. (1.19)

Um vetor é uma fungao ¢ : Ty M — R, denominada de tensor do tipo (1,0), que

transforma uma 1-forma em um numero real:

V@) =& T = wah. (1.20)

O produto tensorial de um vetor ¥ = v0, por uma l-forma & = w,dx" é

T®O=(v0,) ® (w,dat) = v"w,0, ® dat =

= w0y @ dz® + v wed; ® dx’ + viweds @ dx’ + viwyds ® da’+
+0°w10p ® da' + v'w 0 ® dat + vw0y @ dat + vPwi 05 @ dat+ (1.21)

+0%we 0y @ da? + viwed) @ dr? + v2weDy @ da? + v3weds @ dr’+

+0%w30 ® da® + viwsdy @ da® + v?ws0y @ da® + v3ws0s @ da,

que é um tensor do tipo (1,1), com componentes v”w,, e tensores de base e, ® e”. O tensor

U ® @ transforma uma 1-forma b = bgeﬁ e um vetor @ = a“e, em um numero real:

(1.22)

Um tensor do tipo (r,s), T', é uma funcao T : (TyM)" x (T,M)*> — R, que

transforma r 1-formas e s vetores em um niimero real.
Por exemplo, um tensor do tipo (3,2) pode ser obtido como o produto tensorial de
trés vetores a®0,, b°05 e 70, e duas 1-formas w,dz" e 6,dz” resultando no tensor
S = a"’cw,0,0, ® 03 ® 9, ® da" @ dz”, (1.23)
cujas componentes sao S, = a®V’w,0,. A alteragdo da ordem dos indices altera a
componente do tensor.
Seja um tensor T, . Um tensor simétrico 7{,,) com relacdo aos indices p e v é

1
T(/u/) = 5 (Tp,u + Tup,) ) (124)

e Um tensor antissimétrico 7T}, com relacao aos indices p e v é

1
Thuy = 5 (Lo = To) (1.25)
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O algoritmo para simetrizar ou antissimetrizar um tensor é: somar todas as permutagoes do
tensor (invertendo o sinal para permutagdes impares apenas no caso de antissimetrizacao),
em seguida, dividir o resultado da soma anterior pelo fatorial do nimero de indices

permutados. Por exemplo, o tensor antissimétrico obtido a partir do tensor T, €

1
1—'[},”/9] - g (Z_LLVQ - Tl/pﬂ + TV@/L - TGV,u + TQMV - Tueu) . (126)

Dado um tensor SH1H2#3

{20 2, 2% 23} para as coordenadas {z°, z!, 72, 23}, ter-se-4

se for realizada uma mudanga das coordenadas

viva?

Serezes, = a*b™ ™ wg, O,
_ ox* o o0x*? o ox®s o ox™ " ox"? 0
Oxrt Ot O s Oxb P OB 2 (1.27)

—Q1 o6 2} 703 141 v
_ o0x*r 0x*2 9x*3 Jx** Ox o
Oxkr Qg2 Gpms Q1P Hrb2 vive?

isto é, o tensor S do tipo (3,2) é trés vezes contravariante e duas vezes covariante.

A contracao de um tensor é a reducao da ordem de um tensor resultante do
igualamento de um indice superior com um indice inferior. Por exemplo, igualando os

indices py e vy de S¥kaks, | — Trabs,

Um campo tensorial do tipo (r,s) é uma fungdo que associa um tensor 7' do tipo

(r,s) a cada ponto p da variedade M.

Uma equagao escrita na forma tensorial, como por exemplo:
AP = | B (1.28)

no sistema de coordenadas {z°, z', 2% 23}, tem a mesma forma em um outro sistema
de coordenadas {z° 7!, 7% 73}, pois as componentes do tensores no novo sistema de

coordenadas sao

- 0z® 0z
aB _ ju% 1.29
4 ox+ Oxv 4 ( )
e
_ 0z® 0z’
pos — 9 Y puw 1.30
oz Oxv ’ ( )
portanto,
- 0z 0z 0z® 0z 0z 0z _
fof = S2 L g 9Oy 20 9T puw _ o 1.31
Ox* Oxv ox+ Oxv ox* dxv ( )

Essa dedugao pode ser repetida para tensores de qualquer tipo.

O principio de covariancia geral afirma que as leis da fisica devem ter a mesma
forma em todos os referenciais. Dessa forma, ¢ necessario que as equagodes que representam

as leis da fisica sejam escritas na forma tensorial.
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1.6 Tensor Métrico

Uma métrica em um ponto P da variedade M é um tensor do tipo (0,2) g :

TpM x TpM — R simétrico e nao-degenerado dado por
g = guda" ® dx”, (1.32)
onde g,,, sdo os coeficientes métricos. Dados os vetores ¢ = v*9, e W = w9y, tem-se
g(7, %) = (gudr" @ dz”)(v*0n, w’05) = g dat (v*0,)dz” (W)
g(v,w) = guyvadx“(ﬁa)wﬁdx”(ﬁg) = guyvae“(ea)wﬁe”(eﬂ) (1.33)
g(v, ) = ngo‘égw%g = guv'w”.
Analogamente, é possivel mostrar que
g(w, ) = gypv"w”. (1.34)
Como o tensor g é simétrico

g(177 ’ZI;) = g(w7 17) = Guv = Gup, (135)
ou seja, a matriz dos coeficientes métricos é simétrica.

Fazendo o produto escalar dos vetores 7 = v*9,, e W = w’dg, tem-se

—

U0 = vw’0, - Jp = gagv™w® = g(¥,) = - . (1.36)
Nota-se que existe um isomorfismo que a cada vetor v = v*d, associa uma 1-forma
U = vodzx®, pois

DB = v dry - O = vaw?E = vaw® = gapv®w® = vs = gagv®. (1.37)
Diz-se que os coeficientes métricos g, sao abaixadores de indices, pois, transformam
as componentes dos vetores em componentes de 1-formas.

Um (0,2)-tensor g é nao-degenerado, pois, dados dois vetores 0,w € TpM e a

forma bilinear g(v, W) = g,,v*w", a matriz [g,,| é invertivel.

Uma métrica inversa em um ponto P da variedade M é um (2,0)-tensor g~ :

THM x Tp M — R simétrico e nao-degenerado dado por
gl =9"0,®0, (1.38)
onde os coeficientes g" sdo tais que g"” g9 = 0f.

Os coeficientes g"” sao levantadores de indices, pois, transformam as componentes
das 1-formas em componentes de vetores. Por exemplo, dado o tensor T b VQW, pode-se

abaixar o indice 3 e levantar o indice 6, fazendo

TO‘CW’W - ggﬁngaﬁW@W. (1.39)
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Dado o deslocamento infinitesimal ds = dx®d,, a métrica é
g(ds, d3) = (g dr" @ da”)(dz® 0y, dx“0,) = ds* = g, dxtdx". (1.40)

O espaco-tempo de Minkowski ¢ o conjunto dos pontos de coordenadas z°, z!, 2% e

23 e métrica 7, dada por

n=—dr'®da’ +dz' @ dr' + dr* @ da? + d2’ @ doe® = —(dx®)? + (dz')? + (do?)? + (d2®)?.
(1.41)

Dada uma variedade M com métrica g e um campo vetorial v € Tp(M) (7 # 0) ¥
é tipo tempo quando g(v, v') < 0, ¥ é tipo espaco quando g(v,v) > 0, U é tipo luz quando
g(v,v) = 0.

Dois vetores ¢ # 0 e @ # 0 sao ortogonais quando g(v,w) = 0. Se ¥ # 0
¢ um vetor tipo tempo, existe um referencial em que ¥ = (v°,0,0,0) com v° # 0, e

Qwy = 0 = wy = 0, portanto, g(w, W) = wlwy + w'w; = wiw; > 0 (a norma de

g(v, ) =v
um vetor geométrico diferente de zero é positiva), isto é, W é tipo espacial. Em sintese: um
vetor tipo tempo e um vetor tipo luz nao podem ser ortogonais entre si e dois vetores tipo

tempo também nao podem ser ortogonais entre si.

Do curso de cdlculo infinitesimal I sabe-se que o comprimento s de uma curva é

dado por

)\1 >\1
s = / 1FdA = / VT T, (1.42)
Ao Ao

onde U é o vetor tangente a curva, a qual é descrita pelos pontos de coordenadas x#(\)
com A variando de A\g a A\;. Como 7 - U = g(¥,v) = g, v"v”. Além disso, as componentes
do vetor tangente a curva sao as derivadas das coordenadas com relagao ao parametro A
vt = dzt /d\, portanto,

A A dz+ dxv
_ Sy QU7 4T o 1.4
s N g(v, v)dA [\0 I I dA (1.43)
Dessa forma, o elemento de arco ds é dado por
dxt dxv
ds = y———— 1.44
° =X A (1.44)

No sistema de unidades em que ¢ = 1, o quadrado de ds no referencial préprio
(dr =dy =dz=0et=r)édado por

ds® = —dt® + do* + dy* + d2* = —d7? = dr? = —g(v, 0)d)\?. (1.45)

A 4-velocidade de uma curva tipo tempo é um vetor tangente parametrizado pelo

tempo proéprio 7:
_dxt

e 1.46
u' = (1.46)
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Nesse caso,
dr* = —g(il, @)dr* = guu'u’ = —1. (1.47)

Uma curva A\(u) tipo tempo que conecta dois pontos A, B € M, tais que A(0) = A
e A\(1) = B, dé origem a outras curvas tipo tempo, ao sofrer pequenas perturbagoes. Dentre
essas curvas, a que extremiza o tempo préprio é aquela em que
d*z® dx* dx”
+re =0, (1.48)
dr? Wodr dr

a qual ¢ denominada equagdo da geodésica, onde I';, sao os simbolos de Christoffel, dados

por

1 s | 940 Ogu
re = —g* L — = 1.49
w = 99 ( oz * oz>  Ox¢ ( )
As dedugbes completas das equagoes (1.48) e (1.49) sao encontradas nas paginas

de 106 a 108 da referéncia (CARROLL, 2004).

1.7 Derivada Covariante

Para que as leis da fisica preservem a forma sob transformacoes de coordenadas,
elas devem transformar-se da mesma forma que (1.27), isto é, como tensores. Todavia,
derivadas parciais de tensores em variedades com curvaturas nao-nulas nao sao tensores,
como pode ser constatado pelo calculo da derivada parcial 0, de (1.11):

ov”  0x” dx7 O 0?zv Oz i
0ze ~ 0wt 0z° 0x7 | Owrdr 0z

(1.50)

Dai vem a necessidade de definir uma derivada mais geral que produza tensores, a

derivada covariante, que para um vetor v* é
Vo' =0,0" + FZAUA, (1.51)

onde '}y sdo os coeficientes de conexao, que sao iguais a zero para variedades de curvatura

nula. No caso de uma 1-forma wy, tem-se

Vouw, = 0w, — ™ wi. (1.52)

uv

Para detalhes das deducoes, recomenda-se a leitura das paginas de 62 a 69 da referéncia
(MCMAHON; ALSING, 2005).

A derivada covariante de um tensor do tipo (m,n) 7P Pm é

T1...Tn
Vanlmpmrl...rn = O, TPr-Pm
_Ts PrePm _ T TpiePm

rio ST2...Tn roq r18T3.. T

_I¢  TPpm (1.53)

ria T1...Tn—18

S SpP2...Pm S P1SP3---Pm
4TS T 4T T ]

ria 1.7

1---Tn

+ ...

1...Tn

45 TPiePm-1s

T 71...Tn °



34 Capitulo 1. Relatividade Geral

O operador derivada covariante é linear. A seguir estao listadas algumas outras

propriedades:
Vi(tw,) = Vyvrw, + v*V w, (regra de Leibniz),
1

Vot =
9]

8#( |g|v”) (divergéncia covariante),

V0" — Vot = 0,0" — 0,v" (conexao simétrica), (1.54)

Y

)

Vp(g‘”T/j\U) = g“”VpT/f‘(7 (comutatividade com ¢"?)

A\ (TAAp) = (VT’\/\p) (comuta com contragao),
m

)

V¢ = 0,¢ (reduz a J, para ¢ escalar).

O tensor torgao T),,* é

T,*=T), —T,, =20 (1.55)

b (]

H4 unicidade da métrica quando a torgao é nula, resultando em I'), = I'}, e

quando V,g" = 0.

. . . A . )\ ~
A partir da simetria I'}, = '}, chega-se a expressao

1 aga agw 89 v
A T © _ K
P = 29 <8:v” T 8$a> ' (1.56)

1.8 Tensor Energia-Momento

, no sistema de referéncia préprio 7+ = (2°, zt, 7%, 3

%%

O tensor de energia-momento 1"
¢ um tensor simétrico, em que T = p é a densidade de matéria-energia, T% é o fluxo de
energia através da superficie 7, T ¢ a densidade volumétrica de momento, T% é tensao

(de cisalhamento para j # j e normal para i = j).

Na mecanica dos fluidos a conservagao da massa ¢é estabelecida pela equagao da

continuidade:
g’: +V.-(pu)=0
Op Opu'  Opu*  Opu 0 (1.57)
= ot oz dy 0z
e a conservacao do momento é estabelecida pela equacgao:
g () 4 5 (oot + 5 () 57 (o) =0,
gt (qu) + ;x (puzul) + ;y (pu2u2) + 862 (pu2u3) =0, (1.58)
(9815 (pug) - ;I (pugul) - 8831 (pu3u2) - aaz (pu3u3) =0.
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Definindo 7" como
1wt W
S Lt I
ud wdut uPud
é possivel reescrever as equagoes (1.57) e (1.58) numa tinica equagao:
95T =0 (1.60)
Em um fluido em que nao ocorre fluxo de calor, tem-se
T =T"%=0. (1.61)
Em um fluido sem viscosidade,
T =0, (1.62)

quando 7 # j.

Um fluido ideal é aquele em que nao ha fluxo de calor, nao ha viscosidade, a pressao

P ¢é a mesma em todas as diregoes:

™ =72 =T% =P, (1.63)
e a densidade de matéria-energia p é dada por
T = p. (1.64)

As componentes do tensor de energia-momento 7" no sistema de referéncia

ot = (2% 2!, 22, 23) sdao dadas por
o ozt Oz¥ =B
= mam! =
_ Ot 0¥ =gy | O™ 02" 5y Ot Da¥ gy %%Tm_‘_
079 0x0 070 Ox! 010 0x? 010 Ox3
oxt 0x0 oxt Oxt ozt 0x? ox! 0x3
00" 00" Loy | 00" Loy | D2 D8 10y | OO0 (165)
0x? 07" 0x? 0r! 0x? 072 0x? 0x3
Ot Ox” oy | Oxh 02" o) | 02" 02 oy i %%T% _
0x3 070 0x3 0! 0x3 072 0x3 073
_ Ot 0x"” 5o | 02t 02" ) | 02" 02 oy %aﬂjﬁg _
0x° 0xV ox! ox! 0x? 0x? 0x3 0x3
Ozt O ozt dx¥ P oxt dx¥ P ozt dx¥ P
o’ T omon oo | oPod
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Dessa forma,

1

oxt Ozx”
Z e 22T )
P ( 070 070" ) o7t ot

ozt ox”

ox* Ox"

ox* dx¥

o2 02 T

T (1.66)

Se g"” sao as componentes do tensor métrico no sistema de referéncia préprio, as

componentes do tensor métrico g"* no sistema de referéncia z# = (2°, 2*, 22, 23) sdo dadas
por
D00
0re 0xP
_Oxt " oy Oxt D" o Oxt 0¥ oy Oxt 0¥ 8
“omon? Tomon? Tomom? Tomon?
Ozt Ox¥ _y,  OxtOx¥_, Ox' 0¥ _y, n Ozt 0¥ _ 4
ozt 0207 "ozt 0zt T oxt oz’ T ont ows?
Oxt 0x¥ _,y  OxF 0x” _5  Oxt 0x¥ 5,  OxM 0x¥ o9
1.67
oo Tomon? Tomor? Tomom? T (1.67)
Oxt Oz¥ 7 Oxt Oz¥ 7 Ozt Oz 7 Ozt Oz 7 =
0x3 0x0 0x3 Ox! 0x3 0x? 0x3 0x3
_ Oxt Ox¥ _y,  Oxt 8x”§11 Ozt Oz 72 Ozt Oz 7 =
029 0x0 ox' ox! 0x? 0x? 0x3 0x3
oxt dx¥ oxt dx¥ oxt dx¥ oxt dx¥
S R 1)+ 22 1).
50 o0 gt gt (T ¥ gz gz U F G s (D
Dessa forma,
L v m v m v m v
oy O OO O 0w Ot 0 (169
0z 0x°  ox' ox!  O0x?0x*  O0x3 0x3
Comparando as equagoes (1.66) e (1.68), chega-se a
1 i v m v
= T’“’—ai_affp zg"”+ai_ag_:
P 019 0x0 010 0x0
] (1.69)
vV x my v
=T = gwap P T )L

0 ozt

. Sorio. 70 — 7 & f _ ozt g
No referencial préprio, T ¢ 0 tempo proprio, portanto, u* = 3= € componente

da quadrivelocidade. Dessa forma,

™" = u'u”(p + P) + "' P. (1.70)
Utilizando g, para abaixar o indice v, e renomeando « por v, tem-se
™", = v"u,(p+ P) + é*,P. (1.71)

1.9 Transporte Paralelo

Em uma variedade sem curvatura, o transporte paralelo de um vetor V* ao longo

de uma curva x*(7) com vetores tangentes u* = da*/dr ocorre quando dV*/dr = 0, isto



1.10. Tensor de Curvatura de Riemann 37

avr  dar dvH A
dr dr dxz? o ( )
Dessa forma, em uma variedade com curvatura, o transporte paralelo ocorre quando
dz* [OVH dv+ da?
A v v
Vi \VH = — vy =—+T4,—V"=0. 1.73
VA dr (8:1:)‘ Y ) dr Y dr ( )

A derivada u*V,V* costuma ser escrita como DV*/D7 e referida como derivada

absoluta. Portanto, o transporte paralelo de u*, resulta em

Du*  du* dz? d?xH dx? dx¥
— F“ v _— g =0 1.74
Dr dr Tl dr dr? Nodr dr ’ ( )

que ¢ a equacao da geodésica, vista anteriormente.

1.10 Tensor de Curvatura de Riemann

Seja um retdngulo de dimensoes infinitesimais da e 0b, de vértices A(a,b) e B(a +
da,b) sobre a curva coordenada x*, e vértices C'(a+ da, b+ 0b) e D(a, b+ b) sobre a curva
coordenada x”. Apds a realizagdo do transporte paralelo de um vetor ao longo do retangulo
A— B — C — D — A, a diferenca entre os valores inicial e final das componentes V',

em uma variedade sem curvatura, é

Vi -V = ove
= (V& =Vp) = (Vg =Vl = [(V& = Vi) — (Vg = V)]
OV ave
= a[@hv:b%b - %hv:b]
oV oV (1.75)
_5b[7y|m“:a+5a - 7V|ac“:a]
ox ox
g ove o oV«
= 5@5[)@ axﬂ — 5@6[)@ 3;171/

= 6adb]d,, 9,]V* = 0.

Dessa froma, a diferenga entre os valores inicial e final das componentes V?, em uma

variedade com curvatura, é

§V? = §adb[V,,, V|V’ (1.76)

Desenvolvendo o termo [V, V,|]V?, chega-se a

V., V.V =V, V, V-V, V,V°
= 0,(V,VP) + T8 (V, V) =T, VaVP + (1 4> v)
= 0,0,V" + (0,I5,)V7 +TP700,V? — T, 03V (1.77)
—ngrﬁava +I7°,0,V7 + rfwvA — (> v)
=R, V7 =T, V,\V"°.
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Para uma torcao nula T’\W = 0, tem-se

§V* = SabbR?,,, V7, (1.78)
onde
R = 0,10, — 0,1 + PZAPQU — FfjAl“fw (1.79)

é o tensor de curvatura de Riemann. O tensor de Riemann totalmente covariante é dado
por

R)\o,uz/ = gApRng- (180)

Uma propriedade importante é a identidade de Bianchi (ver paginas 57 e 58 da
referéncia (WEBER, 2015)), dada por

VARaﬁ,uV + VVRQB)\,u + v,uRaﬁu)\ =0. (181)

1.11 Tensor de Einstein

Contraindo a equagao (1.81) com um par de tensores métrico, tem-se

(1.82)
Ry — R\ — R =
onde ()., representa V,(). O tensor misto de Ricci é definido como
R"y\ = R"™,,. (1.83)
O escalar de Ricci é definido como
R=R",. (1.84)

Substituindo o tensor misto de Ricci, R*), e o escalar de Ricci, R, na equacao
(1.82), resulta em
Ry — Ry, — R'\,, = 0. (1.85)

Como indices mudos sempre podem ser trocados, trocando v por u, tem-se
R\ =2R!"y,,. (1.86)
Como R, = g*\R,,, tem-se

1
(Rﬂ)\ — 2gﬂ)\R) =0. (187)
Y
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Multiplicando tudo por ¢**, chega-se a

1
(RNA — g“’\R) = 0. (1.88)
2 .

Define-se o tensor de Einstein como

1
G" = R" — Sg"R. (1.89)

que é um tensor simétrico, pois, tanto o tensor de Ricci quanto o o tensor métrico sao

tensores simétricos. De (1.88) conclui-se que

V,.GM = V,GM = 0. (1.90)

1.12  Espaco-Tempo Curvo

Referenciais acelerados equivalem a geometrias curvas de espago-tempo.

Um observador S em movimento uniforme, encontra-se em um espago-tempo chato

pseudoeuclidiano, com métrica

ds? = gudads” = —df? + da® + dy? + d2*. (1.91)

Um segundo observador S” que esteja em movimento acelerado, com aceleragao a,
encontrar-se-4 em um espago-tempo curvo (a trajetéria de uma particula em repouso com

relacdo a S’ é uma curva no espago-tempo), com métrica

ds”? = g, da"dx" = —(1 — a®t®)dt” 4 2at'da’dt’ + da”* + dy* + d=". (1.92)

Dessa forma, um referencial acelerado equivale a um espago-tempo curvo. Por outro
lado, do principio da equivaléncia conclui-se que um referencial com gravidade equivale a

um referencial acelerado. Logo, a gravidade equivale a curvatura do espago-tempo.

1.13 Equacao de Campo de Einstein

O fato da trajetoria de um corpo em um campo gravitacional ndo depender das
propriedades materiais do mesmo evidencia que a natureza puramente geométrica da

gravidade. Einstein propos que a equacao que descreve a gravidade é
GH = kT, (1.93)

em que o tensor de momento-energia 1" relaciona-se ao tensor de Einstein G*, estabele-
cendo a forma como a matéria-energia gera a curvatura do espago-tempo. A covariancia

dessa lei é garantida pelo uso de tensores. Um campo de gravitagao uniforme pode ser
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levado, através de uma transformacgao de coordenadas, a um sistema de coordenadas com
métrica de Minkowski. Todavia, isso nao é possivel no caso de um campo gravitacional
nao-uniforme. Nesse caso, isso é possivel apenas locamente (num volume infinitesimal), em
que o campo possa ser tomado como uniforme. Em outras palavras, o espago-tempo na
presenca de um campo gravitacional é curvo, e chato apenas localmente. Dessa forma, a

divergéncia dos membros da equagao anterior deve ser feita utilizando derivacao covariante:

V.G = kV,T" = 0 = 0. (1.94)

Além disso, para que a equacao (1.93) esteja correta, no limite em que as particulas movem-
se lentamente e o campo gravitacional é fraco e estatico, deve-se obter a lei gravitacional
newtoniana dada em (1.4). Para que a equagao (1.93) resulte em (1.4), é necessario tomar
k = 87G/c* na equagao (1.93). Essa dedugao ¢ apresentada nas paginas de 153 a 158 da
referéncia (CARROLL, 2004). Dessa forma, a equagao de campo de Einstein é

v — 81 C (1.95)

ct
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2 Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

Neste capitulo é realizada a deducao da equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff,
resultante da solu¢do da equacao de Einstein para uma métrica associada a um objeto
material estatico e esfericamente simétrico. Também deduz-se a expressao da métrica de
Schwarzschild, que caracteriza o exterior da regiao esférica que contém massa em seu

interior.

2.1 Meétrica

Algumas consideragoes devem ser feitas a fim de estabelecer a forma da métrica
associada a um objeto material estatico e esfericamente simétrico. A independéncia
temporal da métrica estabelece que a transformacao dt — —dt nao deve alterar os
coeficientes métricos, os quais, portanto, devem ser iguais a zero para os termos cruzados
dt @dr, dt ® df e dt ® d¢. A simetria esférica da métrica estabelece que as transformagoes
d¢p — —¢ e df — —df nao devem alterar os coeficientes métricos, os quais, portanto,
devem ser iguais a zero para os termos cruzados d¢ ® dr, d¢ ® df e df ® dr. Para r — oo
ou m(r) — 0 (m(r) é distribuigdo de matéria-energia associada a métrica), a métrica deve

resultar na métrica de Minkowski:

n=—dt ®dt+dr @ dr 4+ r?df ® d6 + r?sin (0)* dp @ do. (2.1)

Dessa forma, a métrica associada a um objeto material estatico e esfericamente
simétrico é dada por (WEBER, 2017)

g =—e?Mdt @ dt + e?PMdr @ dr + r2d0 @ d6 + r?sin (0)* dp @ do. (2.2)

Os termos ") ¢ ¢28(M) 30 positivos e funcoes de r, garantindo a obtencio da
métrica de Minkowski com a correta assinatura no infinito ou na auséncia de matéria-

energia.

Os coeficientes métricos nao-nulos sao

go =9, = —e)
— — o28(r)
gun=9g,, = ¢
2.3
922 = Ggg = r? ( )

933 =04y = 7’251n(49)2
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As unicas derivadas parciais diferentes de zero de coeficientes métricos sao

%) 0
gI0 _ _9eam) Ly (7)),

Ozl or
%;111 _ 26(2ﬁ(r>>aarg (r),
gg;f s, (2.4)
gg;’f — 2rsin (6)
?99523 = 27%cos () sin (),

onde 2° = t, 2! = r, 22 = 0 e 2° = ¢. Como a métrica é uma matriz diagonal, sua
inversa g~! também ¢é uma matriz diagonal, cujos elementos sdo os inversos dos elementos

correspondentes na matriz do tensor métrico, portanto,

gOO — gtt — _e(f2a(r))
11 _ ,rr 6(72,6’(7°))
g22 gee 1 (2.5)
g~ =9 = 2
933 - g¢¢ - e sir11(9)2

2.2 Simbolos de Christoffel

Os sfmbolos de Christoffel I';,, diferentes de zero foram calculados, como mostrado

a seguir:

09,0  0gp1 9901
0 4 L
o = F 29 <8x1 + 020 o0x¥

I oo (agoo +8901 3go1> 1 5 (3910 dg11 3901)

27 \ 02t T 920 T 00 27\ ot i dx0 B! (2.6)
(5 %i?s : %ifs) -3 (Zi‘”’f o5 a5)
=g =y () g <
rh= 30 (G 5 ) = 30" (5 + o )

ot (G o) (G -)

2 00 oxl ox3 2 ox!

1 0 0«
— Z (p(=28(r) (2a(r)) =2 — o(2a(r)-28(r) =
2 (e ) (26 (%oz(r)) — or

+1g13 (3930 I 9930 B agoo) _ }gn (_8900>
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rlo_ lglap 991 n 99pr  Ogu) _ 1 _
) oxl ox! ox¥ 2 ox! oxl 0x0
1

I <3g11 dg11 8911) 12 (8921 0921 3911)
+29

glo (8901 901 dgn1

+§g

ozl ox! ox! ox! oxl 0x?

dgs1 | Ogs1  Ogu — g 8911
+3 g <8x1 Tot "o ) 8:51

1 9]
— — (e(=28(r) (25(r))
2 (e ) (26 8rﬁ(r)> or

(2.8)

2 2

L — 1 1p 8%2 + 89«,92 . 8922 . 1 10 a902 4 a902 . 3922
2 Ox? ozt oxe ) ox? Ozt 020

”
z )

11 (agm 0g12 a922) —i—} 12 (3922 0922 B 3922>
2

1
+59

2 0x? + orl Ozl 0x? oxl 0x?

(2.9)
I <0932 4 0gs2 8922> _ g ( 9922

+59

2 0x? oxt  ox3 ) 2 Oxl

1/ ou s
= (200D (—2r) = —p (28D

1 09,3  09p3  Ogs3
1 _ ~ 1y 4 o
T = 2g (3363 + oxl ox¥

—l—l 11 <3913 4 O0g13 8933>

210 9go3 X 9gos _ 9933
ox3 Ozt 029

+

1
2
o I 0923 T 093 _ 0933
2 g ox3 ozl ozl 2 ox3 ox! 0x?

(2.10)
—i-fg <8933 n Jg33 5933) _ }gu ( 8933>

2 ox3  Ox! ox3 2 ox!
( (—28(r ))) (_27,82-”(9)2) — (e(—zﬁ(r))> <in (9)2

l\')\}—t

092 091 0921
2 _ 2 » )
o = F12 a ig <(9x1 + 0x2  Ox¥

1 50 (Og02  Ogor  Ogm 1 5 (0gi2  Ogii  Og:n
T2 (8x1 + 0x? 0xY + 2 ozt + 0x? ozt +

1 0 0 0 1 0 0 0
+g22< 922 X 921 921) —|—923< 932+ 931 921)

(2.11)

2 oxl 0x? ox? 2 ox! 0x2 O3

1 550020 1 (1) 1
2 e e 2 -
29 oxl 2 \r? (2r) = r

2 — 1o, 993 n 093 - 9933 _ 1 9 9gos 4 dgos 0933
5 ox3 ~ 0z  Oa¥ 2 or3  0x* 029
1

+1 21 <8913 " J913 5933) " 2922 <8g23 0923 8933>

2 g ox3 ox2 Ozl ox3 0x? 0x?

(2.12)
+ e (3933 n 0933 ags:a) _* 22( a933

ox3 0r2  Ox3 2

2
L 5,092 . 1
29 But T 2

<1) (—27"2 sin(0) cos(@)) = —sin(0)cos(0)

r2
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09,3 09,1 0931
3 o el
s = F 29 (8:1:1 + ox3 ox¥

1 30 (3903 4 9901 _ agm) —I—l 31 (agl?) Ogn1 _ ag31> n

— 99 oxt 0z  OxY 29 ox! oxr3  Ox! (2.13)
+1 32 [ 0923 3921 B 8g31 0933 | 09z Ogsn '
29 ozt 8:63 oxrl  Ox3  0x3
8933 1 , 1
— 33 e 92 0 2\ _ =
29 drt 2 \r2 sm(ﬁ) ( rsin(0) ) r
0903 | 09p2  Ogsa
3 = 3p % w2
I's, = F23 = 29 (an + D3 pe
dgos | 0902 0932 1 dg13  Ogia  0gso
30 . <031 o
X <8$2 * dxz® 020 39 Ox? + or3  Ox! i (2.14)
L 35 (0goz  Ogaa  Ogzo L 33 (0gs3  0gzz  Ogzo .
+=g + — g _
2 ox? Oz  Ox? 2 oxr? Oz  0x3
1 430933 1 1 2 . cos(0)
=0 =557 ]2 0 f)) =
29 a2 T 2\ sin(6)? ( r sin(6)cos( )) sin ()
Desses resultados, conclui-se que
82 da\? dadp
NI = 52 0% = (87‘) ; Myl = ar ar’
0 0
[0y = —7“6(’2’8(’”))8—?, [0 Mg = —re22M) gin (9)? a—f,
Ty — 276280 D gy _ o280y pry 200 98
or or
1,12, = e(~2800),
0 0
Ol = 27"6(_2/6(7“))55 (r) = 6(_25(T))] sin(6)?, T T = —re(280D gin () 86’
P133F213 = 6(_2’8(r)) sin (Q)2 s
0oI%33 = sin(6)* — cos(0)?, [2 T3 = —e2 D gin (9)2
[233T%93 = — cos (),
0« 8 ad 6 8 Q
0 Fl =2 (20(r)—28(r)) —9 (2a(r)—2p(r ar)—2
s ‘ ar ‘ 87" or et 8r2’
2
Floorolo — (2a(r)=28(r) aj Flllrloo _ 6(204(7’)*25(7’))87@876
or )’ or or’
2, [y, = LeCam-260092 s i Loeat)-250) 22
r or’ r or

(2.15)
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2.3 Tensor de Curvatura de Riemann

As componentes do tensor de curvatura de Riemann R’;,, diferentes de zero foram

calculados, como mostrado a seguir:

R01 = —R% 10 = 00111 — 01 1%; + 0ol — 10301 %; + M0 Ty — 10T gy +

+1%T %11 — T09T %01 + T304y — 043180 = =011 — 04010 + My (2.16)
#a _(9a)" 2adB
or or Or

= =57~

RO202 = —Rozzo = 30F022 - 82F002 + FO00F022 - FOzorooz + FO01F122 - FO21F102
+F002F222 - F02211202 + F003ng2 - F023F302 = I‘001Pl22 (2.17)

(2580 0@
or

= —re
RP303 = —R%30 = o33 — 93103 + 00033 — T3 %03 + 1001 T 55 — T3 g3
+T%020%35 — T35 %03 + T0031%33 — 10331203 = TV 33 (2.18)

_ rel-2600) iy ()2 22
.

Rlojg = —Rlog = 01T 9y — 0ol 19 + T oT090 — Tyl g + T T g — T Ty
+T1 o299 — Tl + F113F322 - F123F312 = 01T g + T T gy — Tl (2.19)

) ) B
= 272002 (r) — 200D el 6(r>)8f (2800 _ m(—w(r))af

R'si3 = —R'sz = 01033 — 05015 + Tl 33 — DlgolM1s + T in Mg — Ty Iy
15T %53 — Taol? g + THislPss — TlgslP s = AT s + T Tlgg — TgsTgs

_ (2 re-2000 9 g0y e(—2/5(7‘))> sin (6)? — ret=200) gin (9)? %5 _ el280) iy ()
T

or
0p
— re(=28() gin (9) 22
re sin () o
(2.20)
R?303 = —R%335 = 05133 — 031 %03 + 2901033 — T230T %3 + 291 T 33 — 125,703
+T 2551233 — 2351 %03 + 12931333 — 2331203 = G233 + [ T3 — T25310%03 (2.21)

= (sin(0)? — cos(0)?) + [—e 728D sin (0)*] — [— cos ()]
— (2800 — 1) el-2600) gin (9
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R'oor = —R'010 = 0o 10 — 01T g0 + T ol%19 — T 11000 + T Tyg — T T g
+T1gel210 — Tl %0 + T 3F310 — T 30300 = 01T 00 + T ool 10 — Tl g0

oo 009 p ”al
9 p(20()~25(r)) 9 p2a(r)—25(r) I Y @2a(r)-28(r) 9"
[ € or * or or — e or?

eam-260) (99) | _ [ cam-2s0 098]
or or Or |

2
_ [_ <30‘> L9208 &a ] (20(r)-25(1)

(2.22)
_l’_

or or Or or?

R?002 = —R%p90 = 0oI%90 — 92l 200 + T200I 90 — T290T %00 + T201 T 20 — T%21T 0o
+T2020%90 — [0 %00 + T30 — T2931%00 = =121 o (2.23)

_ L am-2p0p 22
r or

R003 = —R%030 = 0030 — 037300 + T00T %30 — T330T 00 + T01 T30 — T35 T g0
+T300T%30 — T390 %00 + T2031%50 — [P35 = =I5, T g (2.24)

_ _L am-2p0p 22
r or

RPy3 = —R’335 = 0o 55 — 0510 + 1790130 — T30 %00 + T21 T30 — TP31 T o
F1255T %55 — D351 %90 + D203 55 — [P531%95 = 9o1%30 — T30 g — T30 %00 + 179315
— (el _ 1) (-250)

(2.25)

R3113 - _R3131 - 81F331 - a3F311 + 1—‘310FO31 - 1—‘330F011 + F311F131 - F331F111
+F312F231 - F332F211 + F313F331 - F333F311 - a1F331 - F331F111 - F332F211 ‘I’ F313F331
103

o or
(2.26)

R2112 = _R2121 - a1F221 - 82F211 + F210FO21 - F22()Foll + F211Fl21 - F221I‘111

+T215T %) — D212 1 + [231%; — T2531% 1 = O11%9; — T2y Thy + 2512, (2.27)
105

r Or
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2.4 Tensor de Ricci

O tensor de Ricci é a contragao do tensor de curvatura de Riemann dada por

R#V = R)\”)\y — RO#OI/ + Rluly + RQ;QV + R3,u31/' (228)

As componentes R, foram calculadas, como mostrado a seguir:

Rop = R)‘,w/\ = R%00 + R'o10 + R%020 + R*030

da\® 9adp &a  29°
or or or or? r

2.2
((2a(r)=25(r)) (229)

Ry = R/\W/\ = R%01 + R'111 + R*1 + Ry

8a2+8a85 208 24 (2.30)
or or Or r or?

Roy = R/\WA = R%00 + R'o12 + R%200 + R’

31
_ |00 98 L s (2600 (2:31)
or or
Rs3 = R/\WA = R%03 + R'313 + R?393 + R’333
=29 08 L cen | 2600 g ()2 (2:32)
or or

2.5 Tensor de Ricci Misto

O tensor de Ricci misto é obtido pelo levantamento de um dos indices do tensor de
Ricci:
R', = ¢" Ry, = ¢"°Ro, + ¢"' Ry, + 9" Ray + ¢"° Ry (2.33)

As componentes nao nulas do tensor de Ricci misto sao dadas por

R% = g™ Ryo = ¢ Roo + ¢ Rig + g% Rao + 9" R3o = g™ Ryo

o) Tarar e o

RYY = QMRM = 910R01 + QHRH + 912321 + 913R31 = 911311

_ [_ (aa>2 L0008 o 285] (<260 (2.35)

o) Toror o rar ’
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R = ¢" Ryy = ¢ Rog + ¢*' Ria + g Raa + g® R3y = g% Ry

(r8e — 128 — (2800 4 1)e(-260) (2.36)

I

r2

R3 = ¢* Rys = ¢ Roz + ¢*' Riz + ¢°* Ras + ¢*° Raz = g% Rs3

(rge — r28 — 28)) 1 1) e(-260) (2.37)

r2

2.6 Escalar de Ricci

O escalar de Ricci é a contracao do tensor de Ricci:

R=g"R,, =R, =R%+ R+ R+ R’
= g% Roo + g"' Riy + 9% Raz + g*° Rag

2|, (0a\? L% da [ ,0a B B
- _= - ) P 2 49| 22 o@B() g e(=28(r)
r2[7” <8r> —l—r8T2—|— ra T8T+T8T e +lje
(2.38)
2.7 Tensor de Einstein
As componentes do tensor de Einstein sdo dadas por
1
G =R, — ERQHV' (2.39)
As componentes nao nulas do tensor de Einstein sao dadas por
9B (—28(r —28(r
GOO:ROO—ER:_2TW6( B(r) 4 el ,6’())_1’
2 r?
1 27*67? — 6(2B(T)) _|_ ]_ 6(—25(7‘))
Glllel_R:( o ) ’
2 r2
N , .
(G e - (g ) 20
G22 - R22 - §R == 5
,

(r(5)" 05 - (g + )% + ge)eo0

1
G = R%; — Sf=

2.8 Tensor de Energia-Momento

Como o fluido perfeito considerado esta em repouso, no referencial proprio tem-se

. O

! =0. 2.41
or 0 ( )

u



2.8. Tensor de Energia-Momento 49

Da equagao (77?), conclui-se que

uu, = —1 = ulug + u'ug + vPug + uluy = —1 = uluy = —1. (2.42)
Além disso,
Uy = Gouu!' = gOOu0+901u1+902U2+903U3 = goouo =—e 20 = —-e’QCY(uO)2 =—1=u =e~
(2.43)

Da equagao (1.71), conclui-se que

T°% = uug(p + P) + 6°P = —(p+ P) + P = —p,
Tll = ulul(p+P) +(511P = P,

) ) ) (2.44)
TQZUUQ(p+P)+5 QP:P,
T35 = wPus(p + P) + 6°3P = P.
Da lei de conservacao de energia-momento,
v ,=0=9,1", +1",,17% - 1°,,T", = 0. (2.45)

Para v = 1, tem-se
o, +1*,, 7% —=TI',T", =0
= 001" + T + 0T + 03T+
A% + T 1% + D202 701 + D310 + 410007 + DT + T2 T + 1237 +
A0 T%) + T T?) 4 D291 + DPsT?) + 41030771 + Dy TP + D231 4 123377+
00T = ThoT% = T?0T% — 121070 — IO T = D'y Ty — T2 T = T2 T+
—I00T%0 = ThoT? = T?5T7% — T2 15T + —T03T%0 — T TP — T?3T%, — 1213775 = 0.
(2.46)

Os simbolos de Christoffel nao-nulos que aparecem na expressao anterior sao

oo

0 = 2=

10 87’7
r, = (2.47)

or

1

3 _ 12 _
F13—1112—;-

Como o fluido é estético (Jy = 0) e ha simetria esférica (02 = 0 e (03 = 0), a tnica

derivada nao-nula é 0, portanto,

00T = 0,T? = 0573, = 0,

oP (2.48)
alTll — E
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Dessa forma, a equagao (2.46) pode ser reescrita como

oP
o + 00T + T T + T2 T + 23T+
—T90T0% — T T — T2,T% — TP13T%5 = 0 (2.49)
0P O« ap 1 1 Oa ap 1 1
- —+ ——P+ ——P+-P+-P——(—p)——P—-—-P—-P=0.
8r+87“ +8r +T +r 67“( 2 or r r

Finalmente, chega-se a expressao da taxa de variacao da pressao com o raio:

oP B Oa Oa Oa

57 = g Pt 5 (op) = =5 (P +p). (2.50)

Como p(r) é a densidade de matéria-energia no volume infinitesimal 4772dr, tem-se:

dm(r)

e 472 p(r). (2.51)

2.9 Equacoes de Campo de Einstein

Abaixando um dos indices da equacao (1.95), substituindo (2.40) e (2.44), e

utilizando um sistema de unidades em que G =1 e ¢ = 1, chega-se a

—9728(-2500) 4 (2500 _ 1

.~ = —8mp, (2.52)
9100 o(=28()) _ | 4 o(-25()
or : — 8P, (2.53)
T
2
(r (%) +r9s - (r92+1)%2 + %‘;‘)e(_w(”))
=8P, (2.54)
r
P 2 P
(7 (82) 478 — (12 +1) 52 + 42 )25
— 87P, (2.55)
r

2.10 Equacao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

A equagao (2.52) pode ser reescrita como

d - r
o (e( 2By — 7’) = —2(47r*p(1))
d /. dm(r) d
(2800, _ ) — _odmUr) _ d 2.56
- (e r r) 5 dr< m(r)) (2.56)

2m(r) ‘

L (2800 — 1 _
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Longe da matéria-energia que curva o espaco-tempo, este deve tender ao espago de

Minkowski:

. . : 1
Jgg, €470 = iy, -y =1 (257)

Além disso,

A 250y _ 4 | _ 2mlr)
dr dr r
dm
L B (2puy _ 2@ —2m
dr 72
dm

(—2pendB _ G —m (2.58)
dr r2
2 —
. e(_w(r))@ _ [dmr2p(r)]r —m
dr 72
m

dp
—25(r) _
= (725 )dr = 4mrp(r) — =l

=€

Subtraindo (2.53) de (2.52) chega-se a

22 2@ 2 s 8 g4 py. (2.59)
r or r or

Substituindo (2.56) e (2.58) na equagao anterior, chega-se a

2 [1 B 2m(7“)] da

2 m
| o + - [47rrp(r) — 702} =8 (p+P)

2 4 0 2
2 m(r) ga + 8mp — e 8mp + 8w P (2.60)
r r2 or r3
2 4 roxe 2
Multiplicando por r3/2, tem-se
0
[T2 — 2mr} 9 gnpyd +m
or (2.61)
da AT Pr3 +m
dr 2 —2mr
Dessa forma,
dP do
- = _7(P + p)?
dr dr (2.62)
dj B 47TPT3+m(P+ )
dr r2—2

Essa equacgao é denominada de Fquagdo de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, a qual

deve ser resolvida juntamente com a equagao

d
TT = 4mrp. (2.63)
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2.11 Meétrica de Schwarzschild

Os resultados da se¢do anterior referem-se ao caso em que r < R, ou seja, em que

a matéria esta limitada ao interior de uma regiao de raio R com massa total M.
Para r > R, tem-se m(r) =M, p=0e P =0.

Fazendo p=0e P =0 em (2.59), chega-se a

2 28002 | 2 (28008 _
r or r or
00 05 _,
or or

= a = —f + cte.

(2.64)

Na pédgina 196 da referéncia (CARROLL, 2004), é mostrado que a constante cte pode ser

eliminada, se t for trocado por e~ “*t.

Como m(r) = M para r > R, de (2.56), (2.64) e (2.2), chega-se a métrica de

Schwarzschild que caracteriza o exterior da esfera de raio R e massa M:

1
g=—(1- 261‘“) drdi+(1 - QCiM) dr@dr+r2d0@do-+r? sin (0) dpadé. (2.65)
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3 Estrelas Politropicas

A estrutura das estrelas pode ser estudada através de modelos bastante simplificados,
denominados de estrelas politrépicas (MACIEL, 1999).

3.1 Equacoes de Estado

Como demonstrado em (MACIEL, 1999), as equagdes de estado para uma estrela

politrépica de indice n sao

d(InP) 1
pr— 1 _— .].
d(Inp) o (3:1)
d(InT) 14n(l—p)
d(InP)  (n+1)(4—3p) (3.3)
d(InT) — 14+n(1-p3) "’ '
onde P, p e T sao pressao, densidade e temperatura. A pressao P é dada por
P=P +P, (3.4)
em que P, é a pressao do gas e P, ¢ a pressao de radiacao. Além disso,
24 — 210
e — 3.5
" s-35-3p3 (3:5)
¢ P, P,
=FJ=-1--= .
f="2=1-2 (3.6)

3.2 indices Politrépicos

O valor que o indice politrépico, n, assume, depende do tipo de gas ao qual o

modelo esta sendo aplicado.

No caso em que a pressao de radiac@o é desprezivel (P, << P,), o qual pode ser
aplicado, segundo a referéncia (MACIEL, 1999), a um gas nao-relativistico degenerado,

tem-se

P <<Py=pf—=1=n-—3/2 (3.7)

No caso em que a pressao de radiacdo é predominante (P, >> P,), o qual pode ser

aplicado, segundo a referéncia (MACIEL, 1999), a um gés relativistico degenerado, tem-se

P.>>P,=3—0=n—3. (3.8)
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No caso em que a pressao é constante (Cé((ll:i)) =0), tem-se
d(InP
UnP) o n- 1. (3.9)
d(lnp)
No caso em que a densidade é constante (% =0), tem-se
d(Inp) n
=0= —-0=n—0. 3.10
d(InP) n+ 1 " (3.10)
No caso em que a temperatura é constante (7(2((%;) =0), tem-se
d(InT) 1/n+1-0 1-p
=0= —= tante = —— = 1/n — 0 = n — oo. 3.11
d(inp) 130 constante = - — 35 /n n— oo (3.11)

3.3 Equilibrio Hidrostatico

A forga resultante exercida sobre um elemento de volume dV = Adr de uma estrela,

contido entre os raios r e r 4 dr, é dada por
Fr=PA— (P+dP)A— gdm, (3.12)

onde P é a pressao em r, P+ dP é a pressao em r + dr, A é a area de superficie do
elemento de volume infinitesimal em r, PA é a forga para fora sobre o elemento de volume
infinitesimal e (P + dP)A + gdm ¢ a forca para dentro sobre o elemento de volume

infinitesimal.

Fazendo algumas manipulacoes algébricas, chega-se a

dP
ar 1
. pg (3.13)
Como Gmi(r)
m(r
9=—3" (3.14)

tem-se

dP — Gmf(r)p(r) r?dP

=0 = ?% = —Gm. (3.15)

3.4 Estrelas Politrépicas Nao-Relativisticas

Derivando a equagao (3.15) com relagao a r, chega-se a expressao

d (r*dP dm
— ) = == 1
dr(p dr) Gdr (3.16)
Como J
TN _ 4mr2p, (3.17)

dr
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tem-se

d (r*dP
o <rpdr> = —47Gr?p. (3.18)

Reescrevendo a equacao de estado de uma estrela politropica, chega-se a

d(InP)
d(Inp)

1 1
— 14 - = P=FKplta), (3.19)
n

Derivando a equagao anterior com relagao a r, tem-se

P 1\ .
Z:K(H >pndp. (3.20)

r n dr
Substituindo (3.20) em (3.18), chega-se a

2 1
i [TK(I + >p711 dp] = —4nGr?p,
dr | p n dr

, (3.21)
d .2 1idp|  n AnGrip
ar|" 7" ar| T a1l K

Se y(r) é uma varidvel que assume valor y(0) = 1, é possivel definir p em termos

de pc (a densidade no centro da estrela) como

p=pcy" (3.22)
e
= —. 3.23
=" (323)
Derivando (3.22) e (3.23) com relacao a r, chega-se a
dp _,dy _,dydx
p=poy" = - =npoy" D =npey" T o (3.24)
‘ d
x x
" a dr ¢ ( )
Dessas equagoes, tem-se
dp 14y
— = = 3.26
dr npcy dxa ( )
Expandindo p'/"~1,
pl/n—l _ plc/n—l(yn)l/n—1 _ plc/n—ly1—n7 (3'27)
e multiplicando o resultado por % chega-se a
dp _ d d d
1n-1%P _ 1/n—1 1-n 1@ o yn—18P _ 1m @Y 3.98
prT = ey T tnpey" T = p T s = npg o a. (3.28)
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Multiplicando esse resultado por r? e Fazendo algumas manipulacdes algébricas,
obtém-se p p p p
2 1/n-19P _ 1/n Y - g2 1/n-19P _ 2? yndy 3.99

nr dr anpcda nr P (3:29)

A derivada dessa equacao com relagao a r é

d 2 1/n— 1dp d 1/ndy dx . nplc/n d 2dy - 1/n d 2dy
d'/’( me ar) ~ dx npc de ) dr ~  a dx xdaz @ ="npc dz xdaz ’

(3.30)
Substituindo esse resultado em (3.21), resulta em
1-1/n
i d [ ody n 4rGz* 1 d [ ,dy AnGope "y
il ) = . = i . (3.31
nPe alav(aj dx) n+1 K a2’y 2de\"de) T K n+1 a? (3:31)
Se nessa equacao, for assumido que
AnG pe L/n
2
= .32
“TK n+ 1 (3:32)
entao 4 d
1 y
—— —y". 3.33
x? dx < dx) Y (3:33)
Além disso, é possivel definir uma variavel v tal que
dy dy v
2
dx dx 2?2’ (3:34)
resultando em 1 d(—v) p
—v) _om l — 2,

As equagoes (3.34) e (3.35) sao o sistema de equagao a ser resolvido para uma

estrela politrépica nao-relativistica. A qual deve estar sujeita as condig¢oes de contorno

v(0) =0 (3.36)

y(0) = 1. (3.37)

Poisr - 0=2—0=v— 0.

3.5 Estrelas Politropicas Relativisticas

As equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff para um material isotropico e esferi-

camente simétrico sao dadas por

AP(r) _ _Glplr) + P(r)/e)(m(r) + 47 P(r)r®/c?) (3.38)

dr r2(1 —2Gm(r)/(rc?))
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e
d
77;7(0 = 4nmp(r)r?. (3.39)
Fazendo a troca de variaveis
p=pcy", (3.40)
e
x
=—. 3.41
r=t (3.41)
Definindo a variavel o tal que
Kpcl/n
o=—" (3.42)
resulta em
po = (oc/K)™. (3.43)
Definindo a tal que
1
2 -4 2 K n_n—1 44
o =4rG ——(c'/K)"", (3.44)

e utilizando célculos analogos aos realizados na se¢ao anterior, chega-se ao sistema de

equacoes diferenciais

dv 9
- n 4
o =Ty (3.45)
¢ 3, n+1
@: (—v —ox®y" ) (1 + oy) (3.46)
dx 2?2 —20(n+ 1)vx '
sujeito as condicoes
v(0) =0 (3.47)
e
y(0) = 1. (3.48)

Mais detalhes sobre o modelo para estrelas politropicas relativisticas podem ser
encontrados em (BLUDMAN, 1973). Nesse artigo é apresentada a formula da massa total

de uma estrela politropica relativistica:

M = 0(3—71)/21}(R)J 1 ((77,—1—1)02>3 (E)n’ (3.49)

assim como, a variavel p

(3.50)
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4 Resultados

4.1 Método Runge-Kutta-Fehlberg

O método Runge-Kutta quartico (RK4) é utilizado na solugao do problema de

valor inicial com equacao diferencial

dy

%:f('%y)» (4'1)

sujeita a condigao inicial

y(zo) = Yo. (4.2)

Esse problema de valor inicial é descrito pelo método RK4 como

h
Yn+1l = Yn + 8 (kl + 2k2 + 2k3 + k4) ) (43)

Tpp1 = Ty + h, (4.4)

onde

kl - f (xmyn) )
h h

]ﬁg = f <.Tn+ §7yn+ 21{31) y
h h

k?):f <xn+27yn+2k2>7

Detalhes sobre a deducgao dessas férmulas e implementacgao do algoritmo do método
podem ser encontrados na referéncia (BURDEN; FAIRES, 2008).

Erros de arrendondamento menores podem ser obtidos quando métodos de passo
adaptativo sdo utilizados, como o método Runge-Kutta-Fehlberg, que ¢é a versao de passo

adaptativo do método Runge-Kutta, cujo algoritmo é mostrado a seguir:

e Primeiro passo: dada uma equagdo diferencial f(z,y), sujeita a uma condigao inicial
yo = y(zo), com x € [a,b], nivel de tolerdncia TOL, e passos espaciais maximo e

minimo Apez € Ponin.

e Segundo passo: calcule Ky, Ky, K3, K4, K5, K¢ €

1] 1 128 2197 1 2
I o _ Ki+ —Ks + —K, 16
"= 360" T d2rs T 7240t T 50 s T s e (4.6)
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e Terceiro passo: se r < TOL entdo atualize w e incremente x; caso contrario faca
5 =0.84 x (TOL/r)"/* (4.7)
eh=0.1h (se § <0.1), h =4h (se 6 > 4) ou h =0h (se 0.1 < < 4).

e Quarto passo: repita enquanto t < b e hpin < h < hpas.

Para encontrar y nos problemas de valor inicial para estrelas politropicas relativis-

ticas e nao-relativisticas faz-se necessaria uma terceira condicao parada, dada por

if (y.le.le-4) then
flag=0

endif

que assegura que apenas solugoes restritas ao interior da esfera serdao obtidas, pois

y(R) =0, onde R é o raio da estrela.

Além disso, os modelos de estrelas politropicas sao sistemas formados por duas
equagoes de primeira ordem com varidveis dependentes v(z) e y(z), portanto, no segundo

passo aparecem duas variaveis ry e ruv:

1] 1 128 2197 1 9
Ky - Ky — 2 Ky b — Ky + 2K
k4 hkm V1T o5 T Tpagg Y T 5 Y T 5 Ye (48)
1)1 128 2197 1 9 :
o Ky - = K — 2 K b —Kos + 2K
v hb% VLT o5 U T Tagqg U T 50t U g5 Y]

e a variavel r, utilizada na comparacao com T'OL no terceiro, é definida como o maior
valor dentre ry e rv: r = maz(ry,rv). Os demais detalhes de implementagao para o

caso de sistemas de equacgoes diferenciais coincide com os utilizados para o método RK4,
apresentado na pagina 303 da referéncia (BURDEN; FAIRES, 2008).

O resultado de saida sao trés arrays contendo os valores de x, y e v. Se imax é o
maior indice desses arrays, z(imax) = a x R, y(imaz) = 0 e v(imax) = v(R). A partir
das equagoes obtidas no capitulo anterior, tem-se que o calculo de a, do raio e da massa

sao dados por

if (flagIsRelativistico) then
a=sqrt ((4.0*acos(-1.0d0) *G) /c*x*2x(1.0/(n+1.0))&

* ((cx*2/K) *x*n) * (sigma*x*(n-1)))
M=sqrt(1.0/(4.0*acos(-1.0d0))*((n+1.0)*c**2/G)**3&

* (K/cx*2) **xn) *sigma** ((3.0-n)/2.0)*vetorv(imax)
else
a=sqrt((4.0%acos(-1.0d0)*G*rho_c**(1.0-1.0/n))/(n+1.0)/K)
M=4.0x*acos(-1.0d0)*rho_c*vetorv(imax)/a**3

end if
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Foi criada a a variavel logica flaglsRelativistico, que assume valor .true. para o

caso da estrela politropica ser relativistica; caso contrario, flaglsRelativistico = .false..

4.2 Validacao do Cédigo para Estrela Politropica Nao-Relativistica

A partir do programa desenvolvido para a solu¢ao do modelo de estrela politropica
nao-relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg, os resultados obtidos foram com-
parados com aqueles fornecidos pelas solugoes analiticas, existentes para os casos n = 0,
n = 1 e n = 5, disponiveis na referéncia (MACIEL, 1999), e para o caso n = 3, sem
solucao analitica, mas com resultados apresentados na pagina 91 da mesma referéncia,
os quais foram extraidos através do programa xyscan (http://rhig.physics.yale.edu/ ull-

rich /software/xyscan/). Esses resultados sao mostrados na Figura 1.

.
\\\
0.6 i

\

0 1 2 3 4 5 6
n=0 analitico + n=5 analitico
n=0 RKF n=5 RKF ——
n=1 analitico n=3 literatura
n=1 RKF —— n=3 RKF ——

Figura 1 — A partir do programa desenvolvido para a solucao do modelo de estrela poli-
trépica nao-relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg, os resultados
obtidos foram comparados com aqueles fornecidos pelas solugoes analiticas, exis-
tentes para os casos n =0, n = 1 e n = 5, disponiveis na referéncia (MACIEL,
1999), e para o caso n = 3, sem solugao analitica, mas com resultados apresen-
tados na pagina 91 da mesma referéncia, os quais foram extraidos através do
programa xyscan (http://rhig.physics.yale.edu/ ullrich/software/xyscan/)

A solugao analitica para n = 0 é dada por

y(lr) =1-— éxQ. (4.9)



62 Capitulo 4. Resultados

A solucgao analitica para n = 1 é dada por

sen(x
y(zr) = ( ) (4.10)
x
A solugao analitica para n = 5 é dada por
1
(4.11)

y(x) = N —

Os valores de K e p¢c associados com uma estrela com o raio e massa do sol, para
uma estrela politrépica com n = 1, sio K = 2.06 x 10°'Nm*/kg? e pc = 4640.0kg/m?.
Para n = 3 esses valores sdo K = 3.84 x 10°Nm?/kg3 e pc = 76400.0kg/m3. Quando
esses valores foram colocados no programa, foram obtidos os resultados mostrados nas

figuras 2 e 3, respectivamente.

1.0004235666433143 raios solares

1.08043541440735617 massas solares

Figura 2 — Raio e massa para uma estrela politropica com n = 1 para K = 2.06 X
10"'Nm*/kg* e pc = 4640.0kg/m?

0.99697977800072179 raios solares

1.0010007149383524 massas solares

Figura 3 — Raio e massa para uma estrela politropica com n = 1 para K = 3.84 X
4
10°Nm?/kg3 e pc = 76400.0kg/m3.

A partir dos graficos apresentados, constata-se que os resultados obtidos aqui estao

de acordo com as solugoes analiticas e com os resultados disponibilizados na referéncia

(MACIEL, 1999).

O codigo fonte do programa utilizado na obtencao desses resultados encontra-se no
apéndice A.
4.3 Validacao do Codigo para Estrela Politropica Relativistica

A partir do programa desenvolvido para a solu¢ao do modelo de estrela politropica

relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg, os resultados obtidos foram comparados
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com dados da literatura, disponiveis na referéncia (BLUDMAN, 1973). Na Figura 4,
¢ mostrada a comparacao dos valores de p da equacao (3.50) obtidos utilizando os
valores obtidos via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na
referéncia (BLUDMAN, 1973). Na Figura 5, é mostrada a comparacao dos valores de v(x)
obtidos utilizando os valores obtidos via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores
disponibilizados na referéncia (BLUDMAN;, 1973). Na Figura 6, é mostrada a comparagao
dos valores de x obtidos utilizando os valores obtidos via método de Runge-Kutta-Fehlberg
com os valores disponibilizados na referéncia (BLUDMAN, 1973). Na Tabela 1, é mostrada
a comparagio dos valores de = e v(z) obtidos utilizando os valores obtidos via método de
Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na referéncia (BLUDMAN, 1973),

para n = 3.

04
0.35
0.3

0.2 |
0.15
0.1
0.05
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
n=0 —— n=0 (literatura) ©
n=0.1 —— n=0.1 (literatura)  «
n=0.2 n=0.2 (literatura)
n=0.3 —— n=0.3 (literatura) .
n=0.4 n=0.4 (literatura)
n=0.5 ——— n=0.5 (literatura) ©°
n=0.6 n=0.6 (literatura)
n=0.7 —— n=0.7 (literatura) e
n=0.8 ——— n=0.8 (literatura) ©
n=0.9 —— n=0.9 (literatura) o
n=1.0 —— n=1.0 (literatura) ©

Figura 4 — Comparacao dos valores de u da equagao (3.50) obtidos utilizando os valores
obtidos via método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados
na referéncia (BLUDMAN, 1973)

A partir dos gréaficos e da tabela apresentados, constata-se que os resultados obtidos

aqui estdo de acordo com os resultados disponibilizados na referéncia (BLUDMAN, 1973).

O codigo fonte do programa utilizado na obtencao desses resultados encontra-se no

apéndice B.
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Figura 5 — Comparacao dos valores de v(z) obtidos utilizando os valores obtidos via
método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na referéncia

(BLUDMAN, 1973)

n=0 —— n=0 (literatura) ©
n=0.1 —— n=0.1 (literatura)
n=0.2 n=0.2 (literatura)
n=0.3 —— n=0.3 (literatura) .
n=0.4 n=0.4 (literatura)
n=0.5 ——— n=0.5 (literatura) ©
n=0.6 n=0.6 (literatura)
n=0.7 —— n=0.7 (literatura) o
n=0.8 —— n=0.8 (literatura) ©
n=09 —— n=0.9 (literatura) e
n=1.0 ——— n=1.0 (literatura) ¢

Figura 6 — Comparagao dos valores de = obtidos utilizando os valores obtidos via mé-

todo de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na referéncia
(BLUDMAN, 1973)
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o 13 ¢ (literatura)  v(§) v(€) (literatura)
0.1 6.8221 6.8289 1.0785 1.0787
0.2 79431 7.9525 0.7130 0.7133
0.3  10.8136 10.830 0.5386 0.5388
0.4  17.7553 17.799 0.4516 0.4517
0.5  36.8949 37.104 0.4214 0.4214
0.6  89.3052 90.749 0.4493 0.4490
0.7  157.8021 162.34 0.5266 0.5260
0.8  181.6475 187.27 0.5969 0.5964
0.9  181.8463 187.17 0.6375 0.6372

Tabela 1 — Comparacao dos valores de = e v(x) obtidos utilizando os valores obtidos via
método de Runge-Kutta-Fehlberg com os valores disponibilizados na referéncia
(BLUDMAN, 1973), para n = 3

4.4 Curvas de Massa em funcao do Raio

Foi desenvolvido um programa para a solugao dos sistemas de equagoes diferenciais
dos modelos de estrelas politropicas relativisticas e nao-relativisticas, para indice politrépico
n =15, K = 5.3802 x 103Nm?/kg®/® e densidade central p, variando de 1 x 10'6K g/m?
a 1 x 10°°Kg/m3. Os sistemas de equagoes diferenciais sdo resolvidos via método de
Runge-Kutta-Fehlberg com passo espacial maximo de hmax = 1 x 1075, passo espacial
minimo de hmin = 1 x 107!° e tolerancia tol = 1 x 1075, Os resultados sdao apresentados na
Figura 7. O cédigo fonte do programa utilizado na obtencao desses resultados encontra-se

no apéndice C.

No programa, os valores de p. sao varridos do maior para o menor valor pelo lago

de repeticao

double precision, parameter :: rho_cl=1lel6, rho_c2=1e20

integer, parameter :: nrho_c=200

do j=nrho_c,1,-1
rho ¢ = rho_cl + (rho_c2-rho_cl)*(dfloat(j-1)/dfloat(nrho_c-1))**n

end do

Todavia, os valores de raios das estrelas armazenados nos arquivos de saida estao
em ordem crescente. Dessa forma, maiores densidades correspondem a menores raios.
A partir das curvas da Figura 7 é possivel constatar que para baixas densidades, as
curvas raio-massa para os modelos de estrelas politropicas relativisticas e nao-relativisticas
coincidem para baixas densidades. A seu turno, para maiores densidades, essas curvas

distanciam-se bastante. Nota-se que a relagao raio-massa para uma estrela relativistica,
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| relativistico
nao-relativistico

25 .

1.5 | -

Massa da estrela [massas solares]

os | — e i

5 10 15 20 25 30

Raio da estrela [km]

Figura 7 — Curvas de Massa (em massas solares) em fun¢do do Raio (em km) obtidas
através do método de Runge-Kutta-Fehlberg.

diferentemente do que ocorre para o caso nao-relativistico, possui um maximo para a

massa.

Segundo Schutz (SCHUTZ, 2003), apesar do modelo de estrela politrépica rela-
tivistica ser bastante simplificado, ele possui uma importante qualidade para que possa
ser utilizado como uma primeira aproximacao no modelamento de estrelas de néutrons: a
garantia da existéncia de um maximo de massa. De acordo com esse autor, a existéncia de
um maximo para a massa de uma estrela de néutrons assegura que uma nuvem de gas
com massa superior a esse maximo ird colapsar para um buraco negro. Esse fato garante a
existéncia de buracos negros. Ainda segundo Schutz, a existéncia de um maximo significa
que existem dois possiveis modelos para uma estrela com uma dada massa, um modelo
estavel, de menor densidade, localizado a direita do ponto de maximo; e um modelo instavel
(que pode evoluir para o modelo estavel com o aumento do raio e redugao da densidade ou

pode colapsar), de maior densidade, localizado a esquerda do ponto de méaximo.
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Conclusao

Esta monografia apresenta um material introdutério sobre a teoria da relatividade
geral, que buscou apresentar os conceitos de forma concisa e acessivel aos alunos que estejam
finalizando o curso de licenciatura em fisica. Foram abordados os temas centrais, como:
principio da equivaléncia, variedade diferenciavel, vetores, 1-Formas, tensores, equagoes
tensoriais e covariancia das leis da fisica, tensor métrico, simbolos de Christoffel, tensor de
energia-momento, transporte paralelo, tensor de curvatura de Riemann, tensor de Ricci,
tensor de Einstein, relacao entre gravidade e espaco-tempo curvo e as equagoes de campo

de Einstein.

Neste trabalho, a deducao da equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoft é apre-
sentada de maneira detalhada. Obteve-se a expressao da métrica associada a um objeto
material estatico e esfericamente simétrico, e calculou-se os coeficientes da métrica in-
versa, as derivadas da métrica com relagao as coordenadas, os simbolos de Christoffel, o
tensor de curvatura de Riemann, o tensor de Ricci covariante, o tensor de Ricci misto, o
tensor de Einstein misto e o tensor de energia-momento misto. Dessa forma, foi possivel
obter as equagoes de campo de Einstein, a partir das quais encontrou-se a equagao de

Tolman-Oppenheimer-Volkoft.

A partir das expressoes para as equagoes de estado para uma estrela politrépica e
da lei da gravitacao universal de Newton, deduziu-se as expressoes para o problema de
valor de contorno que constitui o modelo de estrela politropica nao-relativistica. Além
disso, utilizando as expressoes das equacoes de estado para uma estrela politrépica e a
equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, deduziu-se as expressoes para o problema de

valor de contorno que constitui o modelo de estrela politropica relativistica.

Foram desenvolvidos cédigos implementando o método Runge-Kutta-Fehlberg para
a solugao de um sistema de duas equagoes diferenciais sujeitas a condi¢ées de contorno.

Os programas foram desenvolvidos em linguagem de programagao FORTRANO90.

Inicialmente foi desenvolvido um programa para a solucdo do modelo de estrela
politrépica nao-relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg. Os resultados obtidos
para os indices politropicos n = 0, n = 1 e n = 3 estao de acordo com as solugoes analiticas,
existentes apenas para esses trés casos. Foi simulado também o caso para n = 3, cujos
resultados coadunam com aqueles disponiveis na literatura. Utilizando os valores n =1,
K =2.06 x 10°'Nm*/kg? e pc = 4640.0kg/m3, e depois, n = 3, K = 3.84 x 10°Nm?2 /kg> e
pc = 76400.0kg/m?, foram obtidos raio e massa iguais ao do sol. Esses resultados também
estao de acordos com os da literatura. O programa utilizado na obtengao desses resultados

foi disponibilizado no apéndice A.
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Em seguida foi desenvolvido um programa para a solugao do modelo de estrela
politrépica relativistica pelo método de Runge-Kutta-Fehlberg. Sao obtidos trés varidveis
para os indices politropicos n = 0.1, n =02, n =03, n =04, n =0.5,n= 0.6, n = 0.7,
n=0.8n=09, n=10en=3.0, aquais coincidem com os resultados encontrados na
literatura. Nessas simulacoes foi utilizado o pardmetro K = 1.30680357 x 10*m’kg—ts~*
e o parametro ¢ variando de 0.1 a 0.9. Esses resultados também estao de acordos com os
da literatura. O programa utilizado na obtencao desses resultados foi disponibilizado no

apéndice B.

Finalmente foi desenvolvido um programa para a solucao dos sistemas de equagoes
diferenciais dos modelos de estrelas politropicas relativisticas e nao-relativisticas, para
indice politrépico n = 1.5, K = 5.3802 x 10°Nm?/kg°/® e densidade central p, variando
de 1 x 10K g/m?® a 1 x 10 Kg/m? Os sistemas de equagdes diferenciais foram resolvidos
via método de Runge-Kutta-Fehlberg com passo espacial maximo de hmax = 1 x 107,
passo espacial minimo de hmin = 1 x 10715 e tolerancia tol = 1 x 107%. Foram plotados
200 pontos da curva de massa em funcao do raio. Nos resultados obtidos, constata-se
que os modelos de estrelas politropicas relativistica e nao-relativistica coincidem para
baixos valores de densidade e apresentam grandes diferencas para altas densidades. Essa
diferenca entre as massas para um mesmo raio esta de acordo com o previsto na literatura.
Também constatou-se que diferentemente do modelo nao-relativistico, o modelo relativistico
apresenta um maximo, que separa as regioes instavel e estavel, e que é necessario, por
exemplo, para modelar estrelas de néutrons, pois, quando uma nuvem de gas deve colapsar
para um buraco negro quando sua massa exceder aquele maximo. A existéncia desses
maximos para o modelo relativistico também esta de acordo com o que é previsto na
literatura. O programa utilizado na obtengao desses resultados foi disponibilizado no

apéndice C.
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APENDICE A. Validacio do programa para estrela politrépica nao-relativistica

APENDICE A - Validacdo do programa

para estrela politropica nao-relativistica

! Validagdo para estrela politrdépica ndo-relativistica
! PELO METODO DE RungeKuttaFehlberg
! AUTORES: TIAGO CARVALHQ MARTINS e FABRICIO MACEDO BARROS

program EstrelaPolitropicaNaoRelativistica

implicit none

double precision, parameter :: G = (20.0/3.0)*1le-11
double precision, parameter :: c = 3e8
double precision :: K

double precision :: rho_c

real :: n

double precision v

double precision y

double precision, parameter :: ximax = 20.0
double precision, parameter :: hmax = le-5
integer, parameter :: nmax = int(ximax/hmax)
double precision, parameter :: hmin = le-15
double precision, parameter :: tol = le-6

integer imax

double precision xi

double precision h

double precision auxv, auxy

double precision klv, kly, k2v, k2y, k3v, k3y
double precision k4v, k4y, kbv, kby, k6v, k6y
double precision dv, dy

double precision, dimension(nmax):: vetorxi, vetorv, vetory
double precision rv, ry, delta, r, hacum
integer i, j

double precision a, Massa, Raio

logical:: flag
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if (n.eq.1) then

! Valores associados com uma estrela com o raio e massa do sol para n=1
! Pagina 90 do Walter J. Maciel

K=2.06e7 ! Nm™4 / kg2

rho ¢ = 4640.0 ! kg / m~3

else if (n.eq.3) then

! Valores associados com uma estrela com o raio e massa do sol para n=3
! Pagina 90 do Walter J. Maciel

K =3.84e9 ! N m™2 / kg~(4/3)

rho_c = 76400.0 ! kg / m~3

end if

open(1l,file="outRungeKuttaFehlberg"//char (ifix(n)+48)//".txt" )
open(2,file="outAnalitica"//char(ifix(n)+48)//".txt" )

h = hmax

i=0

xi=1le-40
flag = .true.

imax = 0

hacum 0.0

do while (flag)

auxv

Il
<

auxy =y
dv = (xi**2*auxy**n)
dy = (-auxv/xix*2)
kiv = h * dv

kly = h * dy
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auxv = v + klv/4.0
auxy =y + kly/4.0
k2v = h * (xi**2*auxy**n)

k2y = h *x (-auxv/xi**2)

auxv = v + (3.0/32.0)*klv + (9.0/32.0)*k2v
auxy = y + (3.0/32.0)*kly + (9.0/32.0)*k2y
k3v = h * (xi**2*auxy**n)

k3y = h * (-auxv/xi**2)

auxv = v + (1932.0/2197.0)*klv - (7200.0/2197.0)*k2v &
+ (7296.0/2197.0) xk3v

auxy = y + (1932.0/2197.0)*kly - (7200.0/2197.0)%k2y &
+ (7296.0/2197.0) *k3y

kdv = h * (xi**2*auxy**n)

h * (-auxv/xi**2)

-

S
<
]

auxv = v + (439.0/216.0)*klv - 8.0%k2v + (3680.0/513.0)*k3v &
(845.0/4104.0) *k4v

auxy = y + (439.0/216.0)*kly - 8.0%k2y + (3680.0/513.0)*k3y &
- (845.0/4104.0) *k4dy
kBv = h * (xi**2*auxy**n)

kby = h * (-auxv/xi**2)




7

auxv = v - (8.0/27.0)*klv + 2.0xk2v - (3544.0/2565.0)*k3v &

+

(1859.0/4104.0)*k4v - (11.0/40.0)*k5v

auxy = y - (8.0/27.0)*kly + 2.0%k2y - (3544.0/2565.0)*k3y &
+ (1859.0/4104.0) *k4dy - (11.0/40.0)*k5y

k6v = h * (xi**2*%auxy**n)

k6y = h * (-auxv/xi**2)

v = v + 25.0/216.0%xk1v+1408.0/2565.0%k3v+2197.0/4104.0%k4v &
-1.0/5.0%k5v

y =y + 25.0/216.0%k1y+1408.0/2565.0%k3y+2197.0/4104 . 0xkdy &
-1.0/5.0%k5y

rv = abs((1.0/360.0)*k1v-(128.0/4275.0)*k3v-(2197.0/75240.0) *k4v &

+(1.0/50.0)*k5v+(2.0/55.0) *k6v) /h
ry = abs((1.0/360.0)*kly-(128.0/4275.0) *k3y-(2197.0/75240.0) xkdy &

r:

+(1.0/50.0) *kby+(2.0/55.0) *k6y) /h

max (rv,ry)
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if (r.le.tol) then
xi =xi +h
hacum = hacum + h
if (hacum.ge.hmax) then
hacum = 0.0
i =i+l
write(*,*) i
vetorxi (i)=xi
vetorv(i)=v
vetory(i)=y
Salvando dados
write(1,*) vetorxi(imax), vetory(imax)
if (n.eq.0) then
write(2,*) vetorxi(imax), 1.0-(1.0/6.0)*vetorxi(imax)**2
else if (n.eq.1) then
write(2,*) vetorxi(imax), sin(vetorxi(imax))/vetorxi(imax)
else if (n.eq.5) then
write(2,*) vetorxi(imax), 1.0/sqrt(l.0+vetorxi(imax)*+*2/3.0)
else

write(2,*) vetorxi(imax), "nan"

end if
y=0 em xi=R:
if (y.le.le-3) then
flag=.false.
endif
end if
end if
imax = i

delta = 0.84*sqrt(sqrt(tol/r))

if (delta.le.0.1) then

h = 0.1%h

else if (delta.ge.4.0) then
h = 4.0xh

else

h = deltaxh

end if
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if (h.gt.hmax) then
h = hmax

end if

if (xi.ge.ximax) then

flag = .false.

else if (xi+h.gt.ximax) then
h = ximax - xi

else if (h.lt.hmin) then
flag=.false.

end if

end do

close(1)
close(2)

if ((n.eq.1).or.(n.eq.3)) then

a=sqrt ((4.0*acos(-1.0d0)*G*rho_c**(1.0-1.0/n))/(n+1.0)/K)
Massa=4.0%acos(-1.0d0)*rho_c*vetorv(imax)/a**3
Raio=vetorxi(imax)/a

Write(*,%) "-————————m— e "
R B "
Write(*,*) "Raio=",Raio/695700000.0,"raios solares"
Write(*,*) "Massa",Massa/1.9891e30,"massas solares"
Write(*,*) "-——————————— o "
R I B e "

end if

end program EstrelaPolitropicaNaoRelativistica
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| Validagdo da SOLUGAO DA EQUAGAQ DE Tolman-Oppenheimer-Volkoff
! PELO METODO DE RungeKuttaFehlberg

! AUTORES: TIAGO CARVALHO MARTINS e FABRICIO MACEDO BARROS
program TolmanOppenheimerVolkoffByRungeKuttaFehlberg

implicit none

double precision, parameter :: G = (20.0/3.0)*1le-11
double precision, parameter :: c = 3e8

double precision, parameter :: K = 217.86*1le6*c*xc*xG
real, parameter :: n = 3.0

double precision sigma

double precision, parameter :: sigmal=0.1, sigma2=0.9
integer, parameter :: nsigma=9

double precision v

double precision y

double precision, parameter :: ximax = 200.0
double precision, parameter :: hmax = le-5
integer, parameter :: nmax = int(ximax/hmax)
double precision, parameter :: hmin = le-15
double precision, parameter :: tol = le-6

integer imax

double precision xi

integer flag

double precision h

double precision auxv, auxy

double precision klv, kly, k2v, k2y, k3v, k3y
double precision k4v, k4y, kbv, kby, k6v, k6y
double precision dv, dy

double precision, dimension(nmax):: vetorxi, vetorv, vetory
double precision rv, ry, delta, r, hacum
integer i, j

double precision a, M, mu

character(1):: intpart_n, fracpart n
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intpart_n=char (ifix(n)+48)
fracpart_n=char(ifix(n*10-ifix(n)*10)+48)
write(*,*) intpart_n, fracpart_n

open(l,file="n"//intpart n//"p"//fracpart n//".txt" )

do j=1,nsigma

sigma = sigmal + (sigma2-sigmal)*dfloat(j-1)/dfloat(nsigma-1)

h = hmax
i=0
xi=1le-40
flag = 1

v =

y=1.0
imax = 0
hacum = 0.0

do while (flag .eq. 1)

auxv = v
auxy =y
dv = (xix*2xauxy**n)
dy = ((-auxv- sigma*xi**3xauxy**(n+l)) &
*x (1+sigma*auxy) / (xi**2-2*%sigma* (n+1)*auxv*xi))
klv = h * dv
kly = h * dy

auxv = v + klv/4.0

auxy = y + kly/4.0

k2v = h * (xi**2*auxy**n)

k2y = h * ((-auxv- sigma*xi**3*auxy**(n+l)) &

*x (1+sigma*auxy)/ (xi**2-2*xsigma* (n+1)*auxv*xi))
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auxv = v + (3.0/32.0)*klv + (9.0/32.0)*k2v
auxy = y + (3.0/32.0)*kly + (9.0/32.0)*k2y
k3v

k3y = h * ((-auxv- sigma*xi**3*auxy**(n+l)) &

h * (xi**2*auxy**n)

*x (1+sigmaxauxy) / (xi*x*2-2*sigmax* (n+1)*xauxv*xi))

auxv = v + (1932.0/2197.0)*klv &

- (7200.0/2197.0)*k2v + (7296.0/2197.0)*k3v
auxy = y + (1932.0/2197.0) *kly &
(7200.0/2197.0)*k2y + (7296.0/2197.0)*k3y

h * (xi**2*auxy**n)

kdv

kdy = h * ((-auxv- sigma*xi**3*auxy**(n+l)) &

*x (1+sigma*auxy) / (xi*x*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

auxv = v + (439.0/216.0)*klv - 8.0%k2v &

+ (3680.0/513.0)*k3v - (845.0/4104.0) *k4v
auxy = y + (439.0/216.0)*kly - 8.0%k2y &
(3680.0/513.0) *k3y - (845.0/4104.0)*k4y

kv = h * (xi¥*2*auxy**n)

+

kby = h * ((-auxv- sigmaxxi*x3*auxy**(n+l)) &

*x (1+sigma*auxy) / (xi*x*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))
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auxv = v - (8.0/27.0)*klv + 2.0*%k2v &

- (3544.0/2565.0)*k3v + (1859.0/4104.0)*k4v - (11.0/40.0)*k5v
auxy = y - (8.0/27.0)*kly + 2.0*k2y &
(3544.0/2565.0)%k3y + (1859.0/4104.0)*k4dy - (11.0/40.0)*k5y

k6v = h * (xix*2*kauxy*+*n)

k6y = h * ((-auxv- sigmaxxi*x3*auxy**(n+1)) &

* (1+sigmaxauxy) / (xix*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

v = v + 25.0/216.0%k1v+1408.0/2565 . 0%k3v+2197.0/4104 . 0xkdv &
~1.0/5.0%k5v

y =y + 25.0/216.0%k1y+1408.0/2565.0%k3y+2197.0/4104.0xkdy &
-1.0/5.0%kb5y

rv = abs((1.0/360.0)*k1v-(128.0/4275.0)*k3v-(2197.0/75240.0) &
*k4v+(1.0/50.0) ¥k5v+(2.0/55.0) xk6v) /h

ry = abs((1.0/360.0)*kly-(128.0/4275.0)*k3y-(2197.0/75240.0) &
*kdy+(1.0/50.0)*k5y+(2.0/55.0)*k6y) /h

r = max(rv,ry)

if (r.le.tol) then
xi =xi+h
hacum = hacum + h
if (hacum.ge.hmax) then
hacum = 0.0
i =i+l
write(x,*) i
vetorxi(i)=xi
vetorv(i)=v
vetory(i)=y
I y=0 em xi=R:

if (y.le.le-4) then

flag=0

endif
end if
end if

imax = i
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delta = 0.84x*sqrt(sqrt(tol/r))

if (delta.le.0.1) then

h = 0.1%h

else if (delta.ge.4.0) then
h = 4.0%h

else

h = deltax*h

end if

if (h.gt.hmax) then
h = hmax

end if

if (xi.ge.ximax) then

flag = 0

else if (xi+h.gt.ximax) then
h = ximax - xi

else if (h.lt.hmin) then
flag=0

end if

end do

a=sqrt ((4.0*acos(-1.0d0)*G)*(1.0/(n+1.0))&

* ((c*kx2/K)**n) * (sigma*x*(n-1)))
M=sqrt(1.0/(4.0%acos(-1.0d0))*((n+1.0)*c*x*2/G)**37
* (K/c*x2) xxn) *sigmax** ((3.0-n)/2.0)*vetorv(imax)

mu=sigmax**((3.0-n)/2.0)*vetorv(imax)
write(1l,*) sigma, vetorxi(imax), &

vetorv(imax), vetory(imax), Mtil

end do
close(1)
end program TolmanOppenheimerVolkoffByRungeKuttaFehlberg
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APENDICE C. Validacio do programa para estrela politropica relativistica

APENDICE C - Validaco do programa

para estrela politropica relativistica

! SOLUGAO DA EQUAGAQ DE Tolman-Oppenheimer-Volkoff
! PELO METODO DE RungeKuttaFehlberg
! AUTORES: TIAGO CARVALHO MARTINS e FABRICIO MACEDO BARROS

program TolmanOppenheimerVolkoffByRungeKuttaFehlberg

implicit none

real, parameter :: n = 1.5

double precision, parameter :: G = (20.0/3.0)*1le-11
double precision, parameter :: c = 3e8

double precision, parameter :: K = 5.3802e3

double precision :: rho_c

double precision sigma

double precision, parameter :: rho_cl=1el6, rho_c2=1e20
integer, parameter :: nrho_c=200

double precision v

double precision y

double precision, parameter :: ximax = 200.0

double precision, parameter :: hmax = le-b

integer, parameter :: nmax = int(ximax/hmax)

double precision, parameter :: hmin = le-15

double precision, parameter :: tol = le-6

integer imax

double precision xi

double precision h

double precision auxv, auxy

double precision klv, kly, k2v, k2y, k3v, k3y
double precision k4v, k4y, kbv, kby, k6v, k6y
double precision dv, dy

double precision, dimension(nmax):: vetorxi, vetorv, vetory
double precision rv, ry, delta, r, hacum
integer i, j

double precision A, M

logical:: flag, flagIsRelativistico




flagIsRelativistico=.false.

if (flagIsRelativistico) then
open(l,file="tov.txt" )
else
open(l,file="newton.txt" )

end if

do j=nrho_c,1,-1

rho ¢ = rho_cl1 + (rho_c2-rho_cl1)&
*(dfloat (j-1)/dfloat(nrho_c-1))**n

if (flagIsRelativistico) then

sigma = Kxrho_c**(1.0/n)/c*x*2

else

sigma=0.0

end if

h = hmax

i=0

xi=1e-40
flag = .true.

y=1.0
imax = 0

hacum = 0.0

do while (flag)

auxv = Vv

auxy

I
<

dv = (xix*2*%auxy**n)
dy = ((-auxv- sigma*xi¥*3*auxy**(n+l))&
*x (1+sigma*auxy) / (xi*x*2-2*xsigma* (n+1) *auxv*xi))
kilv = h * dv
kly = h * dy
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auxv = v + klv/4.0

auxy =y + kly/4.0

k2v = h * (xi**2*auxy**n)

k2y = h * ((-auxv- sigmaxxi**3*auxy**(n+1))&

*x (1+sigmaxauxy) / (xi*x*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

auxv = v + (3.0/32.0)*klv + (9.0/32.0)*k2v
auxy =y + (3.0/32.0)*xkly + (9.0/32.0)*k2y
k3v

k3y = h * ((-auxv- sigmaxxi**3*auxy+**(n+1))&

h * (xikx*2*auxy**n)

*x (1+sigmaxauxy) / (xix*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

auxv = v + (1932.0/2197.0)*kiv - (7200.0/2197.0)*k2v &
+ (7296.0/2197.0) *k3v

auxy = y + (1932.0/2197.0)*kly - (7200.0/2197.0)*k2y &

(7296.0/2197.0) *k3y

kdv = h * (xi**2*auxy**n)

+

kdy = h * ((-auxv- sigmaxxi**3*auxy**(n+1))&

*x (1+sigma*auxy) / (xi*x*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

auxv = v + (439.0/216.0)*klv - 8.0xk2v &
+ (3680.0/513.0)*k3v - (845.0/4104.0)*k4dv
auxy = y + (439.0/216.0)*kly - 8.0%k2y &

+ (3680.0/513.0)*k3y - (845.0/4104.0)*xkdy
kBv = h * (xi**2*auxy**n)
kby = h * ((-auxv- sigmaxxix*3*auxy**(n+1))&

*x (1+sigmaxauxy) / (xix*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))
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auxv = v - (8.0/27.0)*klv + 2.0%k2v - (3544.0/2565.0)*k3v &
+ (1859.0/4104.0)*k4v - (11.0/40.0)*k5v

auxy = y - (8.0/27.0)*kly + 2.0%k2y - (3544.0/2565.0)*k3y &

(1859.0/4104.0) *kdy - (11.0/40.0)*k5y

k6v = h * (xi¥*2*auxy**n)

+

k6y = h * ((-auxv- sigmaxxi*x3*auxy**(n+1))&

*x (1+sigma*auxy) / (xi*x*2-2*sigma* (n+1)*auxv*xi))

v = v + 25.0/216.0%k1v+1408.0/2565.0%k3v+2197.0/4104 . 0%k4v&
-1.0/5.0%k5v

y =y + 25.0/216.0%k1y+1408.0/2565.0%k3y+2197.0/4104.0xk4y&
-1.0/5.0%k5y

rv = abs((1.0/360.0)*k1v-(128.0/4275.0)*k3v-(2197.0/75240.0)&
*kd4v+(1.0/50.0) *k5v+(2.0/55.0) *k6v) /h

ry = abs((1.0/360.0)*k1y-(128.0/4275.0)*k3y-(2197.0/75240.0)&
*kdy+(1.0/50.0) *k5y+(2.0/55.0) *k6y) /h

r = max(rv,ry)

if (r.le.tol) then
xi =xi +h
hacum = hacum + h
if (hacum.ge.hmax) then
hacum = 0.0
i=1i+1
write(*,*) i
vetorxi(i)=xi
vetorv(i)=v
vetory(i)=y
y=0 em xi=R:
if (y.le.le-4) then
flag=.false.
endif
end if
end if

imax = i

delta = 0.84*sqrt(sqrt(tol/r))
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if (delta.le.0.1) then

h = 0.1xh

else if (delta.ge.4.0) then
h = 4.0xh

else

h = deltaxh

end if

if (h.gt.hmax) then
h = hmax

end if

if (xi.ge.ximax) then

flag = .false.

else if (xi+h.gt.ximax) then
h = ximax - xi

else if (h.lt.hmin) then
flag=.false.

end if

end do
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if (flagIsRelativistico) then

a=sqrt ((4.0%*acos(-1.0d0)*G) /c**x2*(1.0/(n+1.0))&
*((cx*2/K) *x*n) * (sigmax*(n-1)))

M=sqrt(1.0/(4.0%acos(-1.0d0))*((n+1.0)*c*x*2/G)**3&
* (K/c*x2) xxn) *sigmax** ((3.0-n)/2.0)*vetorv(imax)

else

a=sqrt ((4.0*acos(-1.0d0) *G&
*rho_c**(1.0-1.0/n))/(n+1.0)/K)

M=4.0*acos(-1.0d0)*rho_c*vetorv(imax)/a**3

end if

! Raio em km e Massa em massas solares
write(1l,*) vetorxi(imax)/a/1000.0, &
vetorv(imax), vetory(imax), M/1.9891e30

end do

close(1)
end program TolmanOppenheimerVolkoffByRungeKuttaFehlberg
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