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RESUMO

Um material introdutério sobre métodos semi-analiticos é apresentado, em que a
equacao de Laplace é solucionada pelo método das linhas. E um texto facil de ler, que
€ destinado a estudantes de graduacdo de fisica, apresentando as deducbes das
equacbes de forma clara e detalhada. Um problema de eletrostatica é resolvido
através de trés métodos diferentes. O problema consiste em um condutor
infinitamente longo, com potencial nulo nas fronteiras, exceto na fronteira superior, em
gue o potencial é de 1 volt. A secao retangular possui largura de L=3 e altura de H=2.
A equacdao a ser solucionada é a equacéao de Laplace. Em primeiro lugar, o problema
foi resolvido por um método analitico, o método de separacdo de varidveis. Em
seguida, foi usado um meétodo semi-analitico, o método de linhas, que foi
implementado de duas maneiras diferentes. Na primeira abordagem do método, a
equacao de Laplace é transformada em um sistema de equacOes diferenciais
ordinarias de primeira ordem, e na segunda abordagem a equacédo de Laplace é

resolvida como equacao diferencial parcial de segunda ordem.

Palavras-Chave: Método de separacdo de variaveis. Equacdo de Laplace.
Método das linhas. Equacdes diferenciais parciais. Eletrostatica.



ABSTRACT

An introductory material on semi-analytical methods is presented, in which the
Laplace equation is solved by the method of lines. It is an easy-to-read text, which is
aimed at undergraduate physics students, presenting the derivations of the equations
in a clear and detailed manner. An electrostatic problem is solved using three different
methods. The problem consists of an infinitely long conductor with null potential in the
boundaries, except in the top boundary, in which the potential is 1 volt. The rectangular
section has a width of L = 3 and M = 2 high. The equation to be solved is the Laplace
equation. First, the problem was solved by an analytical method, the separation of
variables method. Then we used a semi-analytical method, the method of lines, which
was implemented in two different ways. In the first approach of the method, the Laplace
equation is transformed into a system of ordinary differential equations of the first order
and in the second approach the Laplace equation is solved as a partial differential

equation of second order.

Key-Works: The method of separation of variables. Laplace's equations. Method
of lines. Partial differential equations. Electrostatic
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1. INTRODUCAO

O método das linhas é um método semi-analitico de resolu¢do de equacdes
diferenciais parciais (PDE). Dada uma PDE com variaveis independentes X,y, z, por
exemplo, poder-se-ia discretizar o problema com relagéo as variaveis x e y, utilizando
diferencas finitas, e solucionar analiticamente com relac@o a variavel z. Nesse caso,
tem-se o método das linhas. Todavia, as discretizagbes em x e y também podem ser
feitas utilizando transformadas de Fourier. Nesse caso, ter-se-ia 0 método modal de
Fourier (FMM).

A grade do curso de licenciatura em fisica contempla a solu¢cdo de PDE por
métodos analiticos, por exemplo, resolvendo equagdes como a equacao de Laplace,
gue aparecem no curso de eletromagnetismo, ou a equacao de Schrédinger, estudada
nos cursos de fisica contemporanea. Métodos numeéricos também séo estudados no
curso de fisica computacional. Todavia, métodos semi-analiticos, em geral, séo
deixados de lado, e ndo sao abordados durante o curso de graduacdo em licenciatura
em fisica. Dessa forma, a justificativa para a realizacéo desse trabalho encontra-se no

preenchimento dessa lacuna existente nos curriculos.

O objetivo geral deste trabalho € produzir um material introdutdrio sobre método
semi-analiticos, através da solucdo da equacao de Laplace pelo método das linhas.
Pretende-se produzir um material cuja leitura seja acessivel a um aluno do curso de
graduacdo em licenciatura em fisica, em que as deducdes de equacfes sejam

explicadas de forma clara e detalhada.

Alguns dos objetivos especificos sao: apresentar a solucdo da equacdo de
Laplace, com condi¢cBes de Dirichlet (ndo nula apenas em umas das paredes) de uma
calha de forma retangular, de forma clara e detalhada, através do método de
separacao de variaveis; apresentar a solucdo da equacéo de Laplace (para 0 mesmo
problema da calha) pelo método das linhas, através de um sistema de equac¢fes de
primeira ordem; apresentar a solu¢cdo da equacdo de Laplace (para 0 mesmo
problema da calha) pelo método das linhas, diretamente através da equacédo de
segunda ordem; desenvolver cdédigos em MATLAB para a simulacao tanto da solucao

analitica quanto das solucfes semi-analiticas.
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A seguir é feita uma descricdo resumida do trabalho. Um problema de
eletrostatica é resolvido através de trés métodos diferentes. O problema estudado é o
de uma calha retangular com potencial diferente de zero em apenas um dos lados, o0
lado superior, no qual o potencial é de 1 volt. A calha possui largura de L=3 e altura
de H=2. A equacéo a ser solucionada é a equacao de Laplace. O primeiro método
utilizado é a solucdo analitica via separacdo de variaveis. Posteriormente é utilizado
um método semi-analitico, mais especificamente o método das linhas, o qual é
implementado de duas maneiras diferentes. Na primeira abordagem do método, a
equacdo de Laplace é transformada em um sistema de equacles diferenciais
ordinarias de primeira ordem, e na segunda abordagem a equacdo de Laplace é
resolvida como equacao diferencial parcial de segunda ordem.

A importancia dos métodos semi-analiticos esta na capacidade que possuem
de conciliar algumas caracteristicas positivas tanto dos métodos numeéricos quanto
dos meétodos analiticos. Os métodos numeéricos possuem a capacidade de
reaproveitamento dos codigos desenvolvidos para um problema em outros problemas
similares, mas possuem maior custo computacional e menor precisdo do que 0s
métodos analiticos. A principal desvantagem dos métodos analiticos é a
impossibilidade de adaptacédo dos codigos para problemas diferentes daqueles para

0s quais foram desenvolvidos.

A disposicdo dos capitulos deste trabalho foi realizada da seguinte maneira:
este primeiro capitulo trata da solucdo analitica da equacdo de Laplace em
coordenada cartesiana para encontrar o potencial eletrostatico de 1 volt em uma calha
retangular aplicando método de separacao de variaveis, o segundo capitulo trata da
solucdo da equacédo de Laplace para encontrar o potencial eletrostatico de 1 volt, na
mesma calha, aplicando o método das linhas ( sendo este implementado de duas

maneiras diferentes).
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CAPITULO 1

2. SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE LAPLACE

Neste capitulo sera apresentada a solucao analitica da equacado de Laplace em
coordenadas cartesianas, pelo método de separacao de varidveis. O problema a ser
resolvido é o de uma calha de secéo retangular de base L=3 e altura H=2, a qual é
mostrada na Figura 1.

Figura 1 - Calha de secao retangular de base L=3 e altura H=2.

AY
N T
u
i 0+
i
0
| X
. 2 -
" L=3 J
A equacéo de Laplace, dada por
Vv =0 (1)

descreve a distribuicdo de potencial elétrico V(x,y,z) em uma certa regido, e

consecutivamente, a distribuicdo de campo eletrostéatico, uma vez que este € dado por

E=-VV (2)
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Na equacéo (1), V é a variavel dependente e as coordenadas espaciais sdo as
variaveis independentes. No caso bidimensional, tem-se
ZV ZV
_+_1:[]
ax dy (3)

Cu
Cu

Essa equacao € de segunda ordem e representa um caso particular da expressao

mais geral

a Vv . @v V. av. 9V
+b +C +d =
axl dxdy ay* ax a; V=g 4)

Quando b?-4ac<0, a equacao é dita eliptica e deve ser solucionada em uma regiao
fechada. Portanto, a equacéo de Laplace é uma equacéao diferencial parcial linear de
segunda ordem eliptica, a qual sera resolvida em uma regido retangular 0 <x<Le O

<y<H.

Observando a equacado (1), constata-se que ela é independente do tempo,
portanto, a sua solu¢do ndo é um problema de valor inicial, e sim, um problema de
valor de contorno. A equacéao (3) com um conjunto simples de condi¢cGes de contorno

pode ser escrita da seguinte forma

2 2
6V ﬂ —DU{X{L O0=y=H
3 5],

V({0,y)=VILy|=V(x,0)=0 V(xH|=u (5)

As condi¢des de contorno V(0,y)=V(L,y)=V(x,0)=0 e V(x,H)=u, em que valores
sdo atribuidos a variavel dependente nas bordas da regido em que PDE é resolvida,

sdo chamadas de condi¢des de Dirichlet.

A solucdo da equacéo de Laplace é realizada através do método de separacao
de variadveis, em que a solucdo da PDE é representada como o produto de duas
funcdes X(x) e Y(y), as quais séo funcdes somente de x e y, respectivamente. Dessa

forma, a solucdo deve ser escrita como

Vxy) = X(X)Y(y). (6)
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Ao substituir seréo encontradas as solucdes da PDE que podem ser escritas
como o produto de X(x), funcdo somente de x, por Y(y), funcdo somente y. A solugéo
geral serd a combinacéo linear de todas as possiveis solucfes

Substituindo a equacao (6) na equacao (5), obtém-se

) I C 1T ) r [T 2 . 2 |
Fv, 2 1,;*:62_}1'.;-:12} () _|]+62_X.x_|2} (3 _|]:}_,I:.J_‘]a X.Exj +X-:'xf|a ¥ 23, ),
axt dy dx dy dx dy (7)
Dividindo a equacéo (7) por X(X)Y(y) chega-se ao seguinte resultado:
1 2°X(x)_ 1 27°Y()
X(x) ox2 YD) a2 (8)

O lado esquerdo da equacéo (8) é funcéo somente de x, e o lado direito dessa
equacao é funcdo somente de y. Portanto, o Unico caso em que a igualdade expressa
na equacdo (8) € verdadeira, ocorre quando ambos os lados sdo iguais a uma
constante, a qual sera escolhida como —-A2. Dessa forma, a equacéo (8) da origem as

duas equac0es diferenciais ordinarias mostradas a seguir:

1 a'ZX(x)__f 1 dY(y) P

X(x) d YY) )

As solucgdes gerais das equacdes diferenciais ordinarias mostradas em (9) sao

dadas por
dX Ex) +XX(x)=0 = X(x)=A4sin(Ax)+ Beos(4x)
dr (10)
d“Y(z}') _ /'?Y(}") =0 — Y(}*) = CSlI]h(A",}) + DCOSh(}U’)
& (11)

Dessa forma, substituindo (10) e (11) em (6), € obtida a solucéo geral, expressa

como

V(0,y)=0=|Asin(A0) +Bcos( A0)][Csinh( Ay )+D cosh Ay |] (12)
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A fim de obter as constantes A, B, C e D, € necessario utilizar as condigdes de
contorno. A partir da substituicdo da condi¢cdo de contorno em x=0, V(0,y)=0, na

equacao (12), conclui-se que
V(0,y)=0=]Asin(A0)+Bcos(A0)] Csinh(Ay | +Dcosh( Ay (13)

Como sin(0)=0 e cos(0)=1, entdo, para garantir que o potencial é identicamente
nulo independentemente do valor de y, a constante B deve ser nula. Portanto, a
solucéo geral na verdade possui a forma

V(x,y]:[Asin()mx):[Csinh(Ay)+Dcosh()my}: . (14)

A partir da substituicdo da condi¢céo de contorno em y=0, V(x,0)=0, na equacao

(14), conclui-se que

V(x,0)=0=|Asin(Ax)|[Csinh(20) +Dcosh( 0)) . (15)

Como sinh(0)=0 e cosh(0)=1, entdo, para garantir que o0 potencial é
identicamente nulo independentemente do valor de x, a constante D deve ser nula.

Portanto, a solucéo geral na verdade possui a forma

V(x,y)=[Asin(Ax)]|[Csinh(Ay)] . (16)

A partir da substituicdo da condicédo de contorno em x=L, V(L,y)=0, na equacao

(15), conclui-se que
V(Ly)=0=|Asin(AL)|[Csinh( Ay)] (17)

A solucdo da equacao (17) ocorre para AL=nrn, onde n € um numero natural,

pois, nesse caso, sin(AL)=sin(nt)=0. Portanto,

L (18)

A solugéo para um certo valor de n, é dada por
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. NITX, Iy,
Asin|—||| Csinh | —=|
sin T H sin T ]

V.lx,vl=
(19)

A solucéo geral do problema de valor de contorno da equacédo (5) é dada pela
combinacdao linear das solugdes obtidas pela equacao (19) para os diferentes valores

de n. Portanto a solucéo geral € dada por

Vixyl=) C,sin(A,x]sinn(2,y] com A,=—
= (20)

A condicéo de contorno na posi¢ao y=H é dada por V(x,H)=u, resultando em

Vi) =u= i o, sin [ x| sinh | ntH | .
n=1 l: I :I |I . II (21)
Multiplicando a equacéo (21) por e integrando de 0 a L. Como o valor u € uma

constante, ele pode sair da integral.

u_l'n sm\ )dx Z Cnsmh( nr 51r1| |dx :
(22)
Resultando na expressao
L
—cnsl mrx |
< o (nmH el Inmx | . [mmx |,
U —— n_r; Cnsmhl T Jjn Sm(.T.)Sm l T I)dx
1—cos| mr | | nmH | x| .| mﬂrx '

Utilizando a identidade sin{plsin(g)=[-cos(p+gl+cos(p-qll/2 na integral do lado

direito da equacao (23), obtém-se
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_cos(ﬂq.m I"_,_CDS ('.E_ mmx 'J
. ( \ | \ . L L | L L |
Jism(ﬂ . (HIHX‘dX:JL | N
L I L | o 5
L L
r Vo \ —sin m] sin {m
rnsin(ﬂ)sinl@]dxz 0, 0
R @] [emn
L L
Para m diferente de n, tem-se
=L, [ nmx I . [ mirx i .
.J.;, sin |._—L | 51n(.TJ dx=0 _
(24)

Para m igual a n, utilizando a identidade sin"(6]=[1-cos(26]}/2  tem-se

L [nmx\*, 1 ¢t | 2nmx | L
‘fﬂ Sm(.T.) dX—EJ . l—-::os(l T ) dX—E :
(25)
As equacdes (24) e (25) podem ser resumidas na expressao
L { \ | . |
.fn sint i )sinl dEla de :E’m,n£ ,
L |7\ L | 2 (26)

onde . é o delta de Kronecker, que é igual a um quando m é igual a n, e é igual a

zero quando m é diferente de n.

Substituindo (26) em (23), temos que

= i C,,sinh | n:-;H ] o

n=1 \

1 —cos| muT)|
i
e/ L

L
LI 2 ?
=C,,sinh | LUEH | é ,

ll—cos mir |
u
17T

2u[l—coslm?r ]

C

m

[rnT[ sinh [ mIH )] )
(27)
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Substituindo (27) em (20) resulta em

2u[l—coslnﬂrll

nmH |
L |

nit

sin(A,x)sinh(A,y) com A, = 7

V(x,y):i

n=1

[nn sinh [

(28)

A expressdo 1=€0sinTl @ jgual a dois quando n é impar, e é igual a zero

quando n é par. Portanto,

Vixy)=> 4[{ — sin ( X ysinh (2Z2) com n impar
n=t nrt sinh[ nitH ] L L
. L |
V(xy)=2> 4u - sm{(‘?kj)m]si:m[igkfjny}
ket _(2k—l)r[_sinh[%]

(29)

Utilizando o codigo desenvolvido, encontra-se a distribuicdo de potencial na

secao retangular de uma calha de L=3 e H=2. O valor de u é de 1 volt.

Figura 2 - Distribuicdo de potencial na secéo retangular da calha.
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CAPITULO 2
3. SOLUCAO DA EQUACAO DE LAPLACE PELO METODO DE LINHAS

Neste capitulo o método das linhas é utilizado para solucionar a equacgéo de
Laplace, para a calha retangular mostrada na Figura 1. O método das linhas € um
método semi-analitico em que a equacédo de Laplace é resolvida analiticamente em
uma direcao, e resolvida por diferencas finitas nas outras direcdes, nas quais a regiao
de solucdo deve ser discretizada. No caso analisado aqui, a regido de solucdo é
resolvida analiticamente na direcdo y e discretizada na dire¢cao x, como pode ser visto

na Figura 3.

O método das linhas sera implementado de duas maneiras: primeiramente
através da decomposicdo da PDE em um sistema de duas equacgdes ordinarias de

primeira ordem, e posteriormente pela solucdo da equacao de segunda ordem.

Figura 3 — Discretizacéo da regido de solugcédo no eixo X.

3 N-3 ~N-2 NlVN
— -- /

y*t V1 V2V V Vv V

F O

H=2

'><

L=3

T
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3.1 Sistemade Equac¢des Ordinarias de Primeira Ordem
Discretizando a derivada parcial de segunda ordem

av
ax (30)

utilizando uma diferengca centrada, com discretizacdo espacial em x de passo
constante h, dado por

N+1 (31)
obtém-se

FV, V,_,-2V+V,,
ax* h* (32)

Na equacéo (32), V=Vily) ou seja, 4

i € uma funcéo de y. Os valores de i
variam de 1 até N. Nas bordas em x=0 e x=L sé&o utilizadas condi¢des de contorno de

Vo=0 o Vy

Dirichlet, portanto, =0 Em outras palavras, a equacao (32) vale para i

variando de 2 a N-1, para i=1, em vez da equacéo (32), tem-se

OV, -2V,+V,
dx° n (33)

e para i=N, tem-se

FVy Vi ,—2Vy
ax h (34)

Para demonstrar que a equacao (32) € verdadeira, pode-se expandir Viii e

Vit em série de Taylor:

av. R V.
V. ,-V.=h L

— — ID':.h}l
) 5x+2 axz '

: (35)
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av, Bo'v, . .
V.- V.=h a—!+“— 2+0(h)
x 2 dx (36)

Somando as equacdes (35) e (36) e dividindo o resultado por dois, chega-se a

expressdo da equacéo (32).
Substituindo a equacao (32) na equacao (3), obtém-se

&V, =V #2V-V 0
0y n (37)

Como a Unica derivada restante é aquela com relacdo a y, tem-se que

d°V, -V, +2V-V,, o
dy* n* (38)

Em termos computacionais Vi

€ um vetor de indice i, que no MATLAB pode
ser representado como V(i). Como apenas os indices i de 1 até N do vetor V séo
utilizados, pode-se utilizar os indices maiores do que N para armazenar as expressdes

hav,idy .

v =nL
S dy (39)
A derivada da equacéo (39) com relacdo a y resulta em
Viy_, &V,
&y @y (40)
Substituindo a equacéao (38) na equacéo (40), tem-se que
dv!’-.“i - V!’—1+21"'F!'_ V!__l
dy h (40)

Variando i de 1 até N nas equacdes (39) e (40), tem-se
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dl‘V—l_“"}'l+N
dv  h T
de_va
dy h
dvi.u - 2V, -V,
dy = n
anN_ V:’—1+2V1_Vi+l
dy = o
dV,, —V,  +2V,
dy h

Estas 2N equacdes diferenciais ordinarias acopladas podem ser escritas como

uma Unica equac¢ao matricial:

Livi=alv]
dy (41)
onde A é a matriz do sistema. Para N=4, por exemplo, a matriz A é dada por
i [ |
0 0 0 0 i/h 0 0 0
0 0 0 0 0 1/h 0 O
0 0 0 0 0 0 1/r O
a=| O 0 0 0 0 0 0 1/h
1 2/h -1/ 0 0 0 0 0 0
-1/h 2/h -1/h 0O 0 0 0 0
0 -1/h 2/h -1/ 0O 0 0 0
0 0 -1/h 2/h 0 O 0 0
| L (42)

Se os autovalores de A sdo "t a "= e os autovetores associados sdo

.12 MWqT N ] INqT .
Hl—[ul Hl nan Hl i a HL-_‘-—[HL-,‘- HL-,‘- man HL-,‘-_ ’entao

Li=Al, i=12N (43)

Para o caso mais geral, A :[a,.j_ , com M=2N, tem-se

1 M 1
dyilly +o gl Ay e Gy || Ui
= e e | - FAL
1 il g a M
ol Fet Uy Uy mr - @apg || Us (44)
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Pode-se definir a matriz modal P como

1 1
L Liny
P=| .. =[g, i,
M M
ul mam u:rr (45)
Dessa forma,
1 1
AP = s ,
M M
ﬂMI FEE ﬂ.ﬁ'ﬂf{ l-‘l EE EIM

1 M 1 M
Ay Uy *...Fayly e AUy FoFapylly

AP =
1 M 1 M
Dy Uy FonF Oy Uy e Gyl F o Qg Uy
(46)
Substituindo (44) em (46), tem-se
.ﬂqP = [Jq. ﬁi T zq. ﬁ:rr (47)
Além disso,
1 1|]. - 1 - 1
Uy T | 0 Foplly e MUy
B 0 A W
M M n - M - M
TP TPl | 1V SN S [ 1 R 7 P i /e (48)
A matriz diagonal com os autovalores € dada por
ey 0
[}"f = - aun
D [ L] ‘f'\._"rf (49)

Substituindo (45) e (49) em (48), tem-se

Plr]=[rlly o Pyl (50)
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A partir de (43) é possivel escrever

—

[y, e Pl |=[AT, o Allgy] (51)
Substituindo (47) e (50) em (51) resulta em
P[}_!.::AP (52)

Definindo [v'] tal que [Vi]=P[V"] , € substituindo em (41), tem-se

—P[V']=AP[V']
’ (53)

Como as componentes de P ndo dependem de y e substituindo (52) em (53),

chega-se a expresséao

d . e,
P—[V']=P[1][V"
L_g_,[ J=PAIV'] (54)
Multiplicando a equacéo (54) pela inversa de P, obtém-se
v =Pt PV J=[0[V']
d}" I T4 I 1 14 (55)

A equacdo matricial (55) pode ser decomposta em 2N equacdes diferenciais

ordinarias desacopladas, dadas por

iV'.:?..-V'.-

e~ (56)
A solucédo dessa equacao &

1['r;rI!':C|!'E}i_‘l:| : "'I- -]'l (57)

E possivel agrupar as 2N equacdes expressas pela equacdo (57) com i
variando de 1 a 2N, em uma Unica equacdo matricial, onde ambos os lados sé&o

matrizes colunas 2N por 1, expressas como
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[V']=[Cexp(y]] (58)
Multiplicando a equacao (58) por P, obtém-se a expressao

P[V']=P[Cexp(y]] (59)
Como [ViI=P[V"] , entdo

[V.]=P[Ciexp(;y]] (60)

Essa equacao pode ser reescrita como

exp(h,y) .. 0
[V|::P - aan - [C|:
0 EXD| Aoy V| (61)
Substituindo (45) em (61), tem-se
1 1 P
vV, Uy .. Uy |lexpliyy) .. 0 C,
Vol u™ oy 0 e EXD( RV || Coge (62)

A equacao matricial (62) da origem a 2N equacdes, descartando as equacdes

de N+1 a 2N, e reescrevendo na forma matricial, resulta em

V, U .. uL-;l expli V) .. 0 C,

Vel (4™ .. X 0 e EED gy V) || Cope (63)
Multiplicando as duas primeiras matrizes do lado direito da equacgédo (63),

obtém-se

1 o - 1 rn -
V| |urexpligy] .. Uy eXDl Ay Y] || C,

Vil [uexp(hyy) . un exp(hoyy)|[Co (64)
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A equacgao matricial (64) pode ser decomposta em N equacdes, nas quais

pode-se substituir as condicbes de contorno em y=0 e em y=H, dando origem a 2N

equacoes, as quais podem ser reagrupadas em uma equagao matricial, dando origem

a
S N 1 1 1
Vv, 0] Uy Ung
V_'h;'. Dl _ ul HD;
V(H)| |u exp(r,H) Uy, exp( Ay H )
IV_T{ H J u,“exp(», H) Uy, exp( hy H )
| B

Dessa forma, é possivel obter os coeficientes

N
1
Uy
C N
1 B “1
. — i n 3
u, expis,H|
1 Ll | i
CL\'
u, expl+, H|
i

(65)

Cl a Cl\
1 Lip oo

Uy vV, (0]
Uz V(0

Uy explhnH) | |V, (H)
U expli H)| [ValH)

(66)

Esses coeficientes podem ser substituidos na equacéo (64), e finalmente sao

obtidos os potenciais Vily)

A seguir € mostrado o codigo desenvolvido neste trabalho para implementacao

do método apresentado nessa secao.

%%%%%%0%%% %% % %% %% %% % %% %% %% % %%

%% Autor: Tiago Carvalho Martins e José Pereira da Cruz

%%%%% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% % %%

clear all;



clc;

L=3.0; H=2.0; Nx=100; Ny=NXx; hx=L/(Nx+1); hy=H/(Ny+1); Vb=1.0;

for i=1:Nx

VD(i)=0;

VD(i+Nx)=Vb;

end

VD=VD',

A=zeros(2*Nx,2*Nx);

for i=1:Nx

ilinha=i;

% % % % %

icoluna=i+NXx;

A(ilinha,icoluna)=1.0;

% % % % %

end

for i=1:Nx

ilinha=i+Nx;
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% % % % %

if (i~=Nx)

icoluna=i+1;

A(ilinha,icoluna)=-1.0;

end

% % % % %

icoluna=i;

A(ilinha,icoluna)=2.0;

% % % % %

if (i~=1)

icoluna=i-1;

A(ilinha,icoluna)=-1.0;

end

% % % % %

end

A=A./hx;

[u,lambda]=eig(A);

uu=[u(1:Nx,:); u(1:Nx,:)*diag(exp(H*diag(lambda)))];
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c=inv(uu)*VD;

for i=1:Nx

x=i*hx;

for j=1:Ny

y=j*hy;

V(i,j)=0.0;

for k=1:2*Nx

V(i,j)=V(i,j)+c(k)*u(i,k)*exp(lambda(k,k)*y);

end

vecx(i,j)=x; vecy(i,j)=y;

% % % % % % % % % % % %

Vana(i,j)=0.0;

for k=1:100

Vana(i,j)=Vana(i,j)+...

sin((2.0*k-1.0)*pi*x/L)*sinh((2.0*k-1.0)*pi*y/L)/((2.0*k-1.0)*sinh((2.0*-
1.0)*pi*HIL));

end
Vana(i,j)=4.0*Vb/pi*Vana(i,j);
% % % % % % % % % % % %

end
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end

uplot = abs((V-Vana)./\Vana)*100.0;

contour(vecx,vecy,uplot);

hold on;

surf(vecx,vecy,uplot);

colorbar;

shading interp;

xlabel('x");

ylabel('y');

hold off;

Utilizando esse codigo desenvolvido aqui, obteve-se a distribuicdo de potencial

na secao retangular de uma calha de L=3 e H=2, a qual é mostrada na Figura 4.

Figura 4 - Distribuicdo de potencial na secéo retangular da calha, calculada com o
método de linhas para o sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira

ordem.
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Utilizando esse cddigo foi obtido também o erro relativo em porcentagem para
a distribuicdo de potencial na secao retangular da calha com relacdo a solucao
analitica, a qual é mostrada na Figura 5. Como é possivel notar nessa figura, o erro
maximo obtido foi de 3,5054%, nos cantos superiores, na posi¢cao dos isolamentos
entre os potenciais de 1 volt no lado superior e 0s potenciais nulos nas laterais. A
presenca de descontinuidades costumam ser uma fonte de erros comum no
modelamento de problemas fisicos. Por outro lado, o erro médio foi de 0,0095%,
corroborando a exatiddo do método.

Figura 5 - Erro relativo em porcentagem para a distribuicdo de potencial na secao
retangular da calha com relacao a solucao analitica. Foi considerado o calculo com o
método de linhas para o sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira

ordem.
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3.2 Equacao Diferencial de Segunda Ordem

Em vez de obter um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, poder-se-ia
obter uma equacao matricial a partir da equacéo (38), resultando em
dl

L viyl- %Q[V!ﬂf y)1=0

dy* (67)

Onde
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2 -1 0 0 o 0 0
-1 2 -1 10 o o0 0
Q:
o 0 0 0 -1 2 -1
| o o o 0 .. 0 -1 2 | (68)

A equacdo (52) mostra como fazer a diagonalizacdo de uma matriz. Por

exemplo, a matriz Q pode ser diagonalizada através da expressao
[1]=P"QP (69)

onde P é a matriz modal e (2] € a matriz que contém os autovalores. A equacéao (69)

também pode ser escrita como
Q=P[]P" (70)

Substituindo (70) em (67), chega-se a expressao

& o - L pr 1y (o)l
—[V.(yll-=P[¥]P [V y]]=0
2 i 2 i i
dy L (71)
Multiplicando a equagdo (71) por P™*, tem-se
7 N [ .
P_l_l[vfl: .]'l - _1["'l| P_I[Vf': .‘-!"1 l :D
dy h (72)
Como os autovetores independem de y, pode-se escrever
2
L (P V()-S5 B V)] =0
-‘ h (73)

M melfer [
Fazendo, [Viyll=P [Vi{y Il resulta em

LVy)]- =[] V.(y)]=0
Ij_]."l[ iy hl[‘il-[ iyl (74)
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A equacédo (74) é um sistema de equacgOes diferenciais de segunda ordem
desacopladas. A solucdo de cada uma das N (i vai de 1 a N) equacdes do sistema é
V.(y)=A,cosh(yA./h)+B,sinh(yx/h) . (75)
A equacdo (69) multiplicada por P da
P[»,]=QP
portanto,
(Q-[»]I|P=0 (76)

onde | é a matriz identidade. E preciso lembrar que o produto de uma matriz quadrada

por uma matriz diagonal € comutativo.

Substituindo (45) em (76), resulta em

(77)

Os elementos obtidos como produto de cada uma das linhas da matriz

(Q-[n]I] por qualquer um dos autovetores representados pelas colunas da segunda
matriz devem ser iguais aos elementos da matriz do lado direito da equacao, portanto,

devem ser nulos:

U
(Q-2,I|.. |=0
N
M (78)
Substituindo (68) em (78), chega-se a expressao
-1 E e | i=1
—u +H 2= Ju—u =0 (79)

Essa € uma equacéo a diferencas cuja solucéo é



u=A.exp(jio,)+B.exp(- jio,)
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(80)

onde j é a unidade imaginéria do conjunto dos nimero complexos. Trocando i por i-1

em (80), resulta em
u; '=Aexp[jli-1)9,]+B,exp[- j(i-1]9,]
u;'=Aexp( jio, )exp(- jo,)+B.exp(- jio,)exp( jo,)
uy '=A,exp(jin,)[cos(e,)- jsen(d,)]+B,exp(- jio,)[cos(a, )+ jsen(o,)]

U, '=A,exp(jio,)cos(o,)-jA, exp {jid,] sen (9, ]+ B exp(-jit,)cos{d,
+j B, exp(-jid,)sen(o,]

u; '=[ A, exp(jio,)+B, exp(- jio )]cos(o,)
- j[ A expl jit,)- B, exp(- jio,|]sen(s,]

A seu turno, trocando i por i+1 em (80), resulta em

u, *=[ A, exp(jio, }+B, exp(-jid,)]cos(o,)
-j[-A,expljio, |+ B exp(-jio,|]sen(o,]

Somando (81) e (82), e invertendo o sinal, tem-se
—u'-u; '=-2[A,exp( jio,)+B exp(- jio,)]cos(a,)
Substituindo (80) em (83), chega-se a expressao
—u - ul t=-2u; cos( 9,
Substituindo (84) em (79), da
- 2uicos (g )+ 2- 1, Jui=0
[-2cos(g,)+2- 2, ]u, =0

b, =2[1-cos(o,]|]

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)
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Portanto, se 7:for escolhido de modo a satisfazer a equacéo (85), entdo a

equacéo (80) é a solucao da equacao a diferencas (79).

Da equacéo (78) conclui-se que

u, - u, - (86)

Dado um autovalor *« diferente de *x, tem-se que *+'% (onde <[>

representa o produto interno) é dado por

u,
- 1 N
!uk Uk uk 'L 1
N
uﬂ.r
| . 1 ml T
uk u*l.r
-
.f"-k FEW 1
N N
| Hk | U,ﬁ,

(87)

onde T denota a operacao de transposi¢cado de uma matriz. Substituindo (86) em (87),

resulta em

(88)

A transposta de um produto matricial € o produto das transpostas das matrizes,

trocando a ordem delas, ou seja

(89)
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Observando a equacao (68), vé-se que a matriz Q é simétrica, isto €, Q=Q’ ,

portanto

Ll u\l- (89)

Trocando k por Vv na equacao (86) e substituindo na equagéao (89), chega-se a

uk u\'
N I
7 N
u.lcl u\l
i
u.'{ u\ll
P .
N
u, | (uy
1
| u\'
P u_,f u_,f‘ .
|
v (90)
Logo, AN, =R (TN, o
':}'.lc_}'\l-l Jklgv =0 (91)
Como os autovalores séo diferentes, entdo
1
u\'
) =, u’ || ... |=0
) N
" (92)

ou seja, 0s autovetores sdo ortogonais. Além disso, aqui € importante ressaltar que

isso foi uma consequéncia de Q ser simétrico. A menos de um fator 1/h2 presente na
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equacao (67), as componentes dos autovetores sdo potenciais, portanto, impondo a

1]
condicao de Dirichlet U =0 na equacao (80), tem-se

uy=A,+B,=0 ,
Bi=—A, (93)

N=1
A seu turno, impondo a condigdo de Dirichlet =0 na equacao (80), tem-se

u, '=Acexp[j(N+1)9,]+B.exp[- j(N+1)o,]
u; '=A{exp[j(N+1)o,]-exp[- j(N+1]o,]} |
u, =A{cos[[N+1)o,]—cos[( N+1)o, ]+ jsen[(N+1)o J+ jser[(N+1]9,]} |
2jser(N+1]9,]}=0/ ,

_ kn
"N (94)

onde k=1,2,...,N; k deve ser diferente de zero, pois k=0 na equacéao (85) implicaria em

um autovalor igual a zero.

Para IN—% 3 equacdo (79) transforma-se na equacéo continua

z

ﬂr—u+1f_u:[]
dx’ (95)
cuja solucéao é
u(x)=asen(Vix)+bcos(vVix) . (96)

Impondo a condi¢&o de Dirichlet em x=0 e x=L, tem-se
ul0)=b=0 (97)
u(L)=asen(~vAL)=0 |, (98)

resultando em
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kit

L (99)

Dado um autovetor de uma matriz, seu versor também é autovetor. Como o0s

~ . , , . . ok ke
autovetores sao ortogonais, é possivel torna-los ortonormais, fazendo ‘U h)=1

Dessa forma pode-se fazer

. ko Ko
asen|—x|lasen| —x| =1
L L (100)

Utilizando a definicdo de produto escalar para fun¢des continuas, chega-se a

expressao
B ST, Y g
a _[.:. sen”|kmx/L|dx=1 (101)
Além disso, sabe-se que

cos(2kx x/L)=cos (kx x/L)—ser (kxx/L) ,
cos(2kax/L)=[1- sen’(kax/L)]- sen’(kxx/L) ,

cos{2kax/L)=1-2sen’(kxx/L) ,

sen’(kmx/L) :%— %ccs{ 2knx/L) .

(102)
Substituindo (102) em (101), tem-se
>l 1 1
GJJ‘U [E—Ecos(Zkﬂx/L]]dXZI
a’ £: 1
2
[2
TTNL
(103)

Substituindo (99) e (103) em (96), resulta em

u“(x)= _"izsen k—ﬂx]
A WA (104)
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Da observagdo da Figura 3, fica claro que L=(N+1Jh=(N+1] ¢ x=ih=i em

gue h=1, como pode ser constatado pela observagdo da equacao (79), em que o
operador de diferenca centrada da derivada de segunda ordem aparece com h=1.
Dessa forma, a equacéo (104) pode ser reescrita como

= !2 sen( if: i)
NN Nl

(105)

Os autovetores da equacédo (105) foram obtidos pela discretizacdo dos
autovetores para 0 caso continuo, mas € necessario confirmar

se eles
verdadeiramente satisfazem a equacéo (79). Da equacéao (79) tem-se

-1 S T i=1__
—u, +H2- A Ju-u =0

ko ;. 1
Nl li+1) =0

_ sen( Ko -I'i—l‘l.)+-f2— P [ 2 sen( K i)— [ 2 sen(
V=1 "\ Na1 ' NN+ 1 N+1' ) VN+1

—Esen( K i)cos(k—'—[)#z—} ‘Isen( afa: i-)—[]
N+1 N+1 ) h N+1 [

- Ko |
Po=2— 2C05(ﬁ)

- z kot .3 kmx
?x=2{1—cos [m]”m [m]}

(106)



40

Portanto, a equacao (105) d& os autovetores com os autovalores "+ mostrados
na equacao (106).

[Pi.lc::

!2 sen( KT i.
\’N+l N+1

(107)
como Vil¥I=P[V.{yl] ¢ Vilyl=A;cosh(y~Ji/h|+B;sinh(y ~JF/h) _entdo

v, A cosh(yyX,/h)+B,sinh(y X /h)
V, P, P, . . . Py| A,cosh (.V \'“Ilﬂrth)"'BQ sinh [y \,-“E{h]
— le P22 * : * PEN
| |Py, Py . . . Py . _
Va A, cosh(y+,/h)+B,sinh(yyX,/h)
" L ' ! (108)

Impondo a condi¢éo de Dirichlet V(x,y=0)=0, tem-se

0 A
0| [Pu Pi Pix A,
_ [Py Py P
Py Py Pux|l -
0 Ay
.- P (109)

De (109) conclui-se que A=0 Impondo a condi¢do de Dirichlet V(x,y=H)=1,
chega-se a

B,sinh(H A, /h) 1]
B,sinh (H 7, /h) 1
:P_l
B,sinh(H 2., /h) 1) (110)

Dessa forma, da equacéo (108), com as condi¢cbes de contorno, conclui-se que

o potencial Vi(¥) & dado por
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N P .
V,—{_}"):Zk:lPikBijImt,\"ll}\‘kyfh}' (111)

A seguir € mostrado o cddigo para implementacdo do método apresentado
nessa secao, o qual foi adaptado a partir do programa disponivel em https://jp. -
mathworks.com/matlabcentral/answers/uploaded_files/42080/370282.pdf.

% Adaptado de
%

https://jp.mathworks.com/matlabcentral/answers/uploaded_files/42080/3702
82.

pdf
clear all;
clc;
L=3;
H=2;
N=100;
% passo espacial
h=L/(N+1);
% raiz quadrada do autovalor
SQRTLAM=2*sin((1:N)*pi*0.5/(N+1));
% matriz modal
for i=1:N

for k=1:N



P(i,k)=sqrt(2/(N+1))*sin(i*k*pi/(N+1));

end

end

% calculo dos coeficientes através das condi¢cdes de fronteira

VH=1.0;

vecVH=VH*ones(N,1);

B=(inv(P)*vecVH)./sinh(H*SQRTLAM/h)';

% calcula V para pontos dados

V=zeros(N,N);

for I=1:N
for J=1:N
X(1,3)=I*h;

Y(1,3)=3*h*HIL;

V(1,3)=0.0;

for K=1:N

V(1,9)=V(1,3)+P(1,K)*B (K)*sinh (SQRTLAM(K)*Y(1,3)/h);

end
Vana(l,J)=0.0;
for k=1:50

Vana(l,J)=Vana(l,J)+...

42
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sin((2.0*k-1.0)*pi*X(1,J)/L)*sinh((2.0*k-1.0)*pi*Y(1,J)/L)/...

((2.0*k-1.0)*sinh((2.0*k-1.0)*pi*H/L));

end

Vana(l,J)=4.0*VH/pi*Vana(l,J);

end

end

uplot = abs((V-Vana)./Vana)*100.0;

contour(X,Y,uplot);

hold on;

surf(X,Y,uplot);

barra = colorbar;

set(barra, 'ylim', [0 100));

shading interp;

xlabel('x");

ylabel('y');

hold off;

Figura 6 - Distribuicdo de potencial na secdo retangular da calha, calculada com o

método de linhas para uma equacéo diferencial ordinaria.
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100
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Utilizando esse codigo, obteve-se a distribuicAo de potencial na secao
retangular de uma calha de L=3 e H=2, a qual € mostrada na Figura 6. Além disso, foi
obtido também o erro relativo em porcentagem para a distribuicdo de potencial na
secado retangular da calha com relacdo a solugcdo analitica, a qual € mostrada na
Figura 7. Como € possivel notar nessa figura, o erro maximo obtido foi de 5,6383%,
nos cantos superiores, na posicao dos isolamentos entre os potenciais de 1 volt no
lado superior e os potenciais nulos nas laterais. A presenca de descontinuidades
costumam ser uma fonte de erros comum no modelamento de problemas fisicos. Por

outro lado, o erro médio foi de 0,011%, corroborando a exatidao do método.

Figura 7 - Erro relativo em porcentagem para a distribuicdo de potencial na secao
retangular da calha com relacdo a solucéao analitica. O calculo foi realizado através da

solucdo da equacéo de segunda ordem pelo método das linhas.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi desenvolvido um material introdutério sobre métodos semi-
analiticos, em que a equacao de Laplace € solucionada pelo método das linhas. O
texto € voltado para estudantes de graduacéo em fisica, e aborda tanto o método das
linhas quanto a solucdo analitica através do método de separacdo de variaveis,
apresentando as deducdes das equacdes de forma clara e detalhada.

Um problema de eletrostatica foi resolvido através de trés métodos diferentes.
O problema consistiu em um condutor infinitamente longo, com potencial nulo nas
fronteiras, exceto na fronteira superior, em que o potencial é de 1lvolt. A secao
retangular possui largura de L=3 e altura de H=2. A equacao a ser solucionada é a
equacao de Laplace. Em primeiro lugar, o problema foi resolvido por um método
analitico, o método de separacdo de variaveis. Em seguida, foi usado um método
semi-analitico, o método de linhas, que foi implementado de duas maneiras diferentes.
Na primeira abordagem do método, a equacéo de Laplace foi transformada em um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias de primeira ordem, e na segunda
abordagem a equacéo de Laplace foi resolvida como equacédo diferencial parcial de

segunda ordem.

Os algoritmos foram implementados em codigos em MATLAB. O erro maximo
obtido para o método das linhas implementado com base no sistema de equacdes
diferenciais de primeira ordem foi de 3,5054%, e para o método das linhas
implementado com base na solucdo da equacédo de segunda ordem foi de 5,6383%.
O erro médio obtido para o método das linhas implementado com base no sistema de
equacodes diferenciais de primeira ordem foi de 0,0095%, e para o método das linhas
implementado com base na solucdo da equacédo de segunda ordem foi de 0,011%.
Dessa forma, conclui-se que o método das linhas fornece resultados com boa
exatiddo, e que o método baseado na solucdo do sistema de equacdes diferenciais

produz um erro menor.
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