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RESUMO

O presente trabalho visa desenvolver um manual de construc¢des de fractais do tipo Remocao,
destacando os comandos utilizados no software GeoGebra com o objetivo de compreender
como a Matemadtica e a Tecnologia se combinam na constru¢do desses fractais em forma de
arte dinamica. Os fractais desenvolvidos nessa pesquisa sao: Conjunto de Cantor, Tridngulo de
Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Esponja de Menger e Tetraedro de Sierpinski. A metodologia é
de carécter Exploratdrio, pois busca investigar e difundir as principais caracteristicas e fendmenos
surgidos durante a criacdo de fractais do tipo Remoc¢do usando o software GeoGebra. Os
resultados obtidos nessa pesquisa apontam que € possivel combinar a Matemadtica com uma
ferramenta tecnoldgica para ensino da Geometria Fractal, ampliando o interesse dos estudantes
pelas aplica¢des da Algebra Linear. Conclui-se que a construgio de fractais com o auxilio de
ferramentas tecnoldgicas permite exibir a beleza da matematica sem deixar de lado o rigor de

seus conceitos e propriedades.

Palavras-chave: Fractais do tipo Remogio; Ferramentas tecnolégicas; Aplicacdes da Algebra

Linear.



ABSTRACT

The present final paper aims to develop a manual for constructions of fractals of the type
self-similar, highlighting the commands used in the GeoGebra software to understand how
Mathematics and Technology are combined in the construction of these fractals in shape of
dynamic art. The fractals developed in this research are: Cantor set, Sierpinski triangle, Sierpinski
rug, Menger sponge and Sierpinski tetrahedron. The methodology used is exploratory in nature,
as it seeks to investigate and disseminate the main characteristics and phenomena arisen during
the creation of this type of fractals using GeoGebra software. The results obtained in this
investigation indicate that it is possible combine Mathematics with a technological tool for
teaching Geometry Fractal, increasing students’ interest in the applications of Linear Algebra.
We conclude that the construction of fractals with the help of technological tools allows show

the beauty of mathematics without neglecting the rigor of its concepts and properties.

Keywords: Fractals of the type self-similar; Technological tools; Linear algebra applications.



RESUMEN

El presente trabajo tiene como objetivo desarrollar un manual para construcciones de fractales del
tipo Remocidn, destacando los comandos utilizados en el software GeoGebra para comprender
como se combinan las Matematicas y la Tecnologia en la construccion de estos fractales en forma
de arte dindmico. Los fractales desarrollados en esta investigacion son: Conjunto de Cantor,
Tridngulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Esponja de Menger y Tetraedro de Sierpinski.
La metodologia usada es de caricter exploratorio, pues busca indagar y difundir las principales
caracteristicas y fendmenos surgidas durante la creacion de este tipo de fractales utilizando
el software GeoGebra. Los resultados obtenidos en esta investigacion indican que es posible
combinar las Matematicas con una herramienta tecnoldgica para la ensefianza de la Geometria
Fractal, aumentando el interés de los estudiantes por las aplicaciones del Algebra Lineal. Se
concluye que la construccion de fractales con la ayuda de herramientas tecnolégicas permite

mostrar la belleza de las matematicas sin descuidar el rigor de sus conceptos y propiedades.

Palabras-clave: Fractales del tipo Remocion; Herramientas tecnoldgicas; Aplicaciones del

Algebra Lineal.
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1 INTRODUCAO

Os fractais surgiram por meio de indagacdes sobre diversos tipos de construgdes de
formas geométricas, pois se observou que nestas figuras, criava-se um efeito de reflexo de
espelho em que cada conjunto do objeto era semelhante, tornando-se uma autosimilaridade. O
matemético Benoit Mandelbrot denominou esses objetos como Fractais ou Geometria Fractal,

cujo significado referia-se a quebrar: fragmentacdo ou irregularidades (BARBOSA, 2016).

Benoit Mandelbrot percebeu que um problema de ruidos nas linhas telefonicas
empregadas em rede de computadores podia ser resolvido usando uma aplicagdo do trabalho
de Georg Cantor conhecido como Conjunto de Cantor, um dos fractais mais simples que existe
na atualidade. Isso viabilizou a oportunidade do surgimento de descobertas que mereceram ser
exploradas, demonstrando nio apenas a beleza desses objetos sendo também as suas aplicacdes
na realidade (BARBOSA, 2016).

O fractal € uma réplica de si mesmo, em que amplia¢ao do sistema reproduz uma copia
inicial igual ao objeto, independentemente do desenvolvimento do desenho, de maneira nenhuma
fornecera um resultado final, isto é, consegue-se ampliar o fractal de maneira continua e ilimitada.
Em (MANDELBROT, 1998, p. 207), estabelece a Geometria Fractal da seguinte maneira: "€ o
estudo de diversos objetos, tanto matematicos como naturais, que nao sao regulares, mas rugosos,

porosos, ou fragmentados, sendo-o no mesmo grau e em todas as escalas".

Com a evolucao dos recursos tecnoldgicos, estes podem ser utilizados para estimular a
criatividade ao visualizar as propriedades geométricas dos fractais. Do mesmo modo, a construgdo
do conhecimento matemético pode acontecer quando vivenciamos situacdes que nos permitem
analisar as condi¢Oes necessdrias para resolver desafios, (MOREIRA, 1996). Ao pensarmos no
procedimento que se combina a tecnologia com a constru¢do de fractais do tipo Remocdo, é que
percebemos que esta pesquisa € uma aplicagdo da matemadtica destinada a criar arte dindmica e
sua representacao no plano e no espaco euclideano. Procuramos responder aos questionamentos
de como a matemdtica e a informética se combinam na construcdo de fractais, principalmente do
tipo Remocao, descrevendo de maneira clara e sucinta, as propriedades matematicas presentes

no processo de formacao.

z

Partindo desta questao foi elaborado o objetivo geral da pesquisa que é "Compreender
como a Matemdtica e a Tecnologia se combinam na constru¢do de Fractais do tipo Remoc¢ao
em forma de arte dinamica, analisando a viabilidade no ensino e aprendizagem da geometria
fractal por meio de construcdes que impressionam por sua forma e estrutura, exibindo assim, a

importancia da matematica em aplicacOes da realidade".

Os fractais do tipo Remocao que serdo abordados neste trabalho sdo: Conjunto do Cantor,
Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski.
Seré apresentado um estudo tedrico dos fractais do tipo Remog¢ao e una descri¢cao individual

dos fractais estudados, destacando suas principais caracteristicas e exemplos mais notaveis de
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aplicacdes na realidade. Posteriormente, com o uso dessa ferramenta serdo representados de
maneira dindmica, indicando em cada passo da constru¢ao todos os conceitos matematicos

envolvidos e como estes estao relacionados com os diversos comandos do GeoGebra.

Conforme a andlise dos dados de trabalhos envolvendo a temética "Fractais"e o "Software
GeoGebra"dessa andlise poderemos representar figuras com bases em conceitos sélidos da
matematica, utilizando como ferramenta o software para gerar e reproduzir imagens por
meio de comandos. Possibilitando a compreensdo das caracteristicas fundamentais da figura
a ser construida, proporcionando novas descobertas matematicas por meio da aplicacao de

propriedades dos fractais com a combinagdo de uma ferramenta tecnoldgica.

Desse modo, procuramos estabelecer uma ferramenta que proporcionar-se a0 usudrio
uma experiéncia sobre as constru¢des de figuras da Geometria Fractal. O objeto escolhido
foi o software GeoGebra que apresenta recursos importantes e de facil manuseio para o
desenvolvimento de exemplos matematicos dinamicos. Dessa maneira, podemos exercer
comandos como: Lista, Sequéncia, Girar, Homotetia, Deslizador, entre
outros, que descrevem auto-similaridade para réplica em uma escala menor de um objeto
dado.

Além disso, a geometria fractal pode ser muito importante para o desenvolvimento de
novas metodologias e préticas que abordam situagdes novas em que o educando possa fazer
a ligacdo daquilo que esta sendo estudado com os acontecimentos ao nosso redor. Entre eles,
conceitos de simetria relacionado com a geometria fractal, demonstrando a quantidade de detalhes
empregados nas imagens para melhorar os aspectos da aprendizagem. Além disso, segundo
(MORAN, 2007)

"as tecnologias s@o pontes que abrem a sala de aula para o mundo, que
representam, medeiam o nosso conhecimento do mundo. Sao diferentes formas
de representacdo da realidade, de forma mais abstrata ou concreta, mais estatica
ou dindmica, mais linear ou paralela, mas todas elas, combinadas, integradas,
possibilitam uma melhor apreensdo da realidade e o desenvolvimento de todas
as potencialidades do educando, dos diferentes tipos de inteligéncia, habilidades
e atitudes" (MORAN, 2007, p.164).

Numa pesquisa no Google Académico, com os termos "Fractais do tipo Remog¢ao"e
"GeoGebra", encontramos bastantes trabalhos de uso de fractais em propostas de atividades
didéticas para o ensino de conceitos mateméticos no ensino médio. No entanto, existem poucos
materiais que mostram o passo a passo do "processo de construcio”. Os trabalhos desenvolvidos
no software ficardo disponibilizados na plataforma GeoGebraTube para contribuir na formacao

dos estudantes de matemadtica e dreas afins que s@o usudrios dessa rede social académica.

Esse trabalho divide-se em cinco se¢des, sendo a primeira delas: a Introdugdo, onde se
apresenta a justificativa, problema de pesquisa e objetivo geral. A segunda se¢cdo é denominada
Fundamentacgio Tedrica, onde se apresenta uma breve revisao historica de cada fractal do tipo

Remocao e as propriedades relacionadas com a sua constru¢do. Também a hd uma descricao da
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ferramenta tecnoldgica escolhida para esse trabalho. Na terceira se¢do se apresenta a metodologia
escolhida para desenvolver essa pesquisa, sendo uma pesquisa de caracter exploratéria que
buscar investigar as caracteristicas presentes nos fractais do Tipo Remog¢ao. A quarta secao €
denominada Resultados e Discussdes, que apresenta o passo a passo da constru¢ao de cada um dos
fractais propostos nessa trabalho, descrevendo os comandos utilizados no decorrer da construgdo
e fazendo comentérios sobre as descobertas ou dificuldades encontradas. A ultima se¢do €
denominada Conclusdes e Trabalhos Futuros, que apresenta uma andlise geral do procedimento
usado na pesquisa desenvolvida, e os resultados obtidos no decorrer do trabalho que contribuiram
para entendermos que os recursos tecnolégicos podem ser usados com ferramenta de ensino de

Matematica e também as recomendacdes para uma provavel continuacao.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nessa secdo apresentaremos a definicdo da Geometria fractal, também cada um dos
fractais do tipo Remocgdo, descrevendo sua origem e o passo a passo da construgao. Para isso,

detalharemos os algoritmos importantes para a elaboracgao.

2.1 Preliminares matematicos

Para o comeco desse estudo, necessitamos apresentar alguns aspectos sobre terminologia

relativa a conjuntos em R2.

Definiciio 2.1.1. Um conjunto em R? & dito limitado se estiver contido em algum circulo de

raio finito.

Definicao 2.1.2. Um conjunto € dito ser fechado se ele contém todos os seus pontos de limite.
Um ponto de limite € um ponto para a qual existem pontos no conjunto arbitrariamente proximos

aele.

Os tipos de fractais que reconhecemos primeiramente sao autossimilares. Geralmente,

determinamos um conjunto autossimilar em R? pela seguinte Definicdo 2.2.3.

Definico 2.1.3. Um conjunto fechado e limitado do plano euclidiano R? ¢ dito autossimilar se
puder ser descrito da forma:
S=851USHUS3U...US,

em que 51,952,953, ...,5¢ s30 conjuntos nao sobrepostos ou com intersec¢do vazia, cada

um dos quais € congruente a contragdo de S de mesmo fator s, sendo 0 < s < 1.

Exemplo 2.1.1. Considere o Tapete de Sierpinski que demonstra a unido de oito conjuntos

semelhantes e nao sobrepostos formado, assim, a contra¢do de S, como mostra na figura abaixo.
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Figura 1 — A unido dos oitos conjuntos
semelhantes

Fonte: Autores, 2022

A seguir alguns exemplos baseados em (ANTON; RORRES, 2001).

Exemplo 2.1.2. O segmento S de reta em R? pode ser caracterizado como a unido de dois

segmentos de reta congruentes e ndo sobrepostos, S; € S». Esse segmento apresenta um conjunto

autossimilarcomk=2e s = 5 como mostra na figura a seguir.

Figura2-S=S,US$;

Fonte: Autores, 2022

Exemplo 2.1.3. O quadrado S pode ser representado como combinac¢do de quatro quadrados

congruentes € nao sobrepostos S1, Sz, S3 € S4. Desta maneira, esse quadrado expressa um

conjunto autossimilar comk =4 e s = > como mostra na figura a seguir.

Figura3-S=S,USUS3USy

Fonte: Autores, 2022
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Exemplo 2.1.4. O tapete de Sierpinski S € a unido de oito subconjuntos congruentes a ele e

. . o 1
nao sobrepostos S;, i = 1,2,...,8, que expressam um conjunto autossimilarcom k=8 e s = 3
como mostrar na figura a seguir.

Figurad4-S=5,US;U...USg

Fonte: Autores, 2022

Definicao 2.1.4. Uma semelhanca de fator (de escala) s € uma aplicacdo de T : R? em R? na

forma de transformacao linear

X cos@ —senB| |x e
T = + (D
y sen@ cosO | |y f

em que 5,0, e e f sdo escalares.
Exemplo 2.1.5. Considere um quadrado unitario U no plano xy na figura a seguir:

Figura 5 — Conjunto Unitdrio U

(0 ; 0) 05 1
Fonte: Autores, 2022

Considere também, quatro semelhancas 7; : i = 1,2,3,4, conforme a Definicao (1), todas

1
com s = 7 6 = 0 que ao substituir os valores na matriz apresentada, temos uma matriz identidade
que é o elemento neutro e vetores de deslocamento (0,0)7,(1/2,0)7,(0,1/2)T e (1/2,1/2),

respectivamente.

1 Of |x

1
- 2
7200 1l |y 2)
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T _x- _ 1 _1 O_ _x_ + % 3)
Iyl 200 1] |y o
x| 11 ol [x] 0]
Tz =3 + |1 4)
y 0 1]y =
X 11 O] |x ~
T. == + 5
=20 % (5)

Em (2), o quadrado U é contraido numa razéo de 1/2 e ndo sofre nenhum deslocamento.

Em (3), o quadrado U é contraido numa razao de 1/2 e sofre o deslocamento para a

direita.
Em (4), o quadrado U € contraido numa razao de 1/2 e sofre o deslocamento para cima.
Em (5), o quadrado U € contraido numa razdo de 1/2 e sofre o deslocamento para cima.

Dessa maneira, obtendo as quatro semelhancas do quadrado unitario U temos que

U=Ti(U)ULU)UT(U)UTL(U)
como mostra na figura abaixo.

Figura 6 — Conjunto U

(0,1) (1,1)

(1,0)
(()7 0) 05 1 15

Fonte: Autores, 2022

€ uma decomposi¢cao em quatro quadrados ndo sobrepostos que sdo congruentes a

contrag¢do de U pelo mesmo fator (s = 5)

Exemplo 2.1.6. Considere o quadrado unitario U do plano xy e as oito semelhangas a seguir,

todas com s = 3 e0=0,parai=1,2,3,...,8,
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X 1{1 Of |x e;
L =3 +

y| 310 1| |y| |fi
_ 2 1 2
_ el . |0 1 2 0 = 0 = =

em que os oito valores de sao 130, (3,111, % , 121, % e % , COMO

i 0 1o| o] |z| |=| |&| |5 =
- 31 131 L34 |3 3

demonstra na figura a seguir.

Figura 7 — 8 Semelhancas de U

Fonte: Autores, 2022

Assim,
S=Ti(S)UTL(S)UT3(S)U...UT3(S)

¢ uma decomposic¢io de S em oito subconjuntos ndo sobrepostos que sdo congruentes a contragao

de S pelo mesmo fator (s = 5)
Figura 8 — Conjunto S

(1,1)

(1,0)

Fonte: Autores, 2022

2.2 Algoritmos para gerar fractais

Os dois algoritmos a seguir foram obtidos do livro (ANTON; RORRES, 2001) e serao
usados no GeoGebra nos testes numéricos. No desenvolvimento desta pesquisa foram utilizados

somente o algoritmo 1 nas constru¢des do fractais do tipo Remocao.
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O algoritmo gera uma sequéncia de subconjuntos Sy, Sy, ..., S, que converge ao conjunto

Algoritmo 1

Passo 0. Escolha um conjunto ndo vazio, fechado e limitado Sy qualquer em R2.
Passo 1. Calcule S| = T'(Sp)

Passo 2. Calcule S, = T'(S;)

Passo 3. Calcule S3 = T'(S;)

Passo n. Calcule S, = T(S,,—1)

Algoritmo 2
Passo 0. Escolha um ponto arbitrario [x()] em S.
Yo

Passo 1. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, digamos Ty, € calcule

X1 X0
Y1 Yo

Passo 2. Escolha aleatoriamente um das k semelhangas, digamos 7, e calcule

X2 X1
Y2 Y1

Passo n. Escolha aleatoriamente um das k semelhancgas, digamos 7, e calcule

2.3 Geometria Fractal

A presente pesquisa € um estudo sobre os objetos denominados fractais e procura
estabelecer discussdes sobre os seus elementos, construcdo e aplicacdes na realidade.
Segundo (BARBOSA, 2016), os fractais sdo objetos construidos geometricamente ou obtidos
aleatoriamente por meio de processos que podem ser determinados por caracteristicas como
auto-semelhanca, dimensao topoldgica e complexidade. Acredita-se que Benoit Mandelbrot
denominou esse fendbmeno como fractais, que deriva do latim fractus, ou seja, quebrado ou

irregular, e ndo da palavra fracionado como normalmente se pensa, (MANDELBROT, 1998).
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Os fractais sdo semelhantemente formados por mini cOpias deslocadas para cada ponto
referente a uma construgdo original, alguns fractais sdo encontrados na natureza. Segundo
(BORSSOI, 2005), as caracteristicas destes sao:

* Auto-similaridade: Ao tomarmos um trecho do fractal, percebemos que tal trecho é
semelhante ao fractal, apenas com uma redugdo na escala, do tamanho original. Esta
caracteristica permanece em qualquer nivel de construcao do fractal;

» Estrutura fina: O grau de detalhamento de um fractal ndo diminui se examinarmos
uma por¢ao arbitrariamente pequena do mesmo. O fractal possui detalhes em partes
tdo pequenas como possamos imaginar;

» Simplicidade da lei de formacdo: o alto grau de detalhamento e a complexidade da estrutura
de um fractal ndo impedem que sejam formados por processos simples. Assim € possivel

construirmos fractais, aplicando algoritmos.

Os fractais sdo classificados em quatro tipos: Remogio, Ramificacio, Arvore e Diirer,
(CAMPOS; FAGUNDES, 2018).

Os Fractais do tipo Remocgdo, como o proprio nome sugere, tem partes removidas da
figura inicial e posicionadas em pontos do objeto. Como exemplos de fractais do tipo Remocao

temos:

Conjunto de Cantor.

Triangulo de Sierpinski.

Piramide ou Tetraedro de Sierpinski.

Tapete de Sierpinski.

Esponja de Menger.

Os Fractais do tipo Ramifica¢do sdo denominados por apresentar divisdo de um estrutura
ou efeito de ramificar, semelhante aos ramos de uma planta. Como exemplos de Fractais do
tipo Ramificacdo temos: estruturas celulares, estruturas ramificadas de neurdnios, ampliagdo da

superficie do pulm@o ou intestino, vasos sanguineos, entres outros.

Os fractais do Tipo Arvore sdo denominados por apresentar um estrutura semelhante ao de
uma arvore. Como exemplos de Fractais do Tipo Arvore temos: Arvore Pitagérica Fundamental,

Arvore Bifurcadas, entre outros.

Os Fractais do tipo Durer s@o desenvolvidos a partir de poliginos regulares que a cada
iteracdo € modificado para o novo poligono colocado em seu vértice. Entretanto, conservando
as caracteristicas da figura inicial. Como exemplos de Fractais do tipo Durer temos: Fractal

Pentagonal, Fractal Hexagonal, Fractal Octogonal, entre outros.

Os fractais acima mencionados sdo os mais conhecidos e faremos a descri¢ao dos fractais
do Tipo Remocao individualmente, pois serdo estes os que iremos construir com o auxilio do

Software GeoGebra na Sec¢ao 3.
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2.3.1 Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor € um fractal do tipo de Remocao, desenvolvido por Georg Cantor,
que nasceu no dia 3 de marco de 1845, na cidade de Sao Petersburgo, na Russia. Inicialmente
Georg Cantor, por decisao de seu pai, comecou a graduacdo em engenharia no Instituto Superior
Politécnico Grand-Ducal, e residindo longe de sua familia ele teve a determinacdo de pedir a
autorizagdo para estudar Matematica por meio de uma carta ao seu pai, contudo, essa autorizagdo
s6 aconteceu dois anos depois, quando ja estava terminando a licenciatura em engenharia. E
devido a morte de seu pai, em junho de 1863, Georg se mudou para a Universidade de Berlim,
onde iniciou sua gradua¢do em Matematica, (BARREIRAS, 2011).

A teoria sobre o Conjunto de Cantor foi introduzida a partir da publicacdo de seis artigos
entre os anos de 1879 a 1884 na revista Mathematische Annalen. Dessa maneira, por meio do
desenvolvimento da teoria de conjuntos, Cantor estabeleceu os conceitos de niimero transfinito,
numero ordinal e niimero cardinal, assim como a diferenga entre estes conceitos. A descoberta
do Conjunto de Cantor deu-se a partir da pesquisa de dois problemas: as condi¢des segundo as
quais uma fun¢do admitia um integral e a unicidade das séries trigonométricas. (BARREIRAS,
2011).

O processo para determinar a constru¢ao do Conjunto de Cantor consiste em dividir um
segmento inicial em trés partes semelhantes e remover um deles em cada etapa. Para entender
como acontece esse processo de elaboracdo do conjunto de Cantor, fazemos a seguinte descri¢do
baseada em (BARREIRAS, 2011).

Considere o intervalo Cy = [0, 1]. Dividiremos esse intervalo em trés partes iguais, de

modo que obtemos os seguintes intervalos:

1 12 2
|:07§:| 9 <§7§) ) |:§71:| . (6)

Etapa 1: Retiramos o intervalo do meio em (6). E assim teremos o conjunto Cy que € a

-l

Novamente dividimos em trés partes iguais os intervalos contidos em Cj, € assim teremos
0s proximos intervalos:

1 12 23 6 7 7 8 8
GBS - BIGHEL o

Etapa 2: Removendo os intervalos intermédios em (7), temos o conjunto C,

Bl

junc¢do dos intervalos restantes
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Novamente, considerando os intervalos obtidos em C;, dividimos em trés partes iguais

cada um deles para obter os préoximos intervalos:

o L] (1 2V [23] [6 7] (7 8\ [8 9] o
"271°\27°27) 7|27 27 ’ 27°271°\27'27 )27’ 27 ’

19 19 20 20 21 . 24 25 25 26 26 |
27|1°\27°27) 7|27 21 27°27|°\27°27) 727" |’
Etapa 3: Removemos novamente os intervalos intermédios abertos (8), teremos o

conjunto C3.
C_OlU23U67U89U1819U2021U2425U
S Y 2727 2727 27727 2727 2721 27’27

26
.
=]

Esse processo pode ser realizando infinitas vezes. Observe a constru¢do do Conjunto de

Cantor na seguinte figura.

Figura 9 — As primeiras trés etapas da construcdo do
Conjunto do Cantor

Etapa inicial
Etapa 1

Etapa 2 — — — c—

Elapa3 -— an o e -— eas o= o

Fonte: Elaborada pela autora.

2.3.2 Triangulo de Sierpinski

O triangulo de Sierpinski € um fractal do tipo Remoc¢ao, desenvolvido por Waclaw
Sierpinski, matemadtico polonés que nasceu em Varsévia em 14 de margo de 1882. O fractal que
leva o seu nome € um dos mais famosos por manter o padrdo de auto-similaridade ao longo do
processo da construgdo da figura, (GOMES, 2007).

O processo de construgdo consiste em determinar um tridngulo retingulo, mas podemos
aplicar o mesmo processo para um tridngulo qualquer, como mostram as etapas a seguir baseada
em (BARBOSA, 2016).
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Figura 10 — Etapa inicial: Tridngulo de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 1: Marcamos os segmentos dos pontos médios de cada lado desse triangulo inicial

€ unimos esses pontos. Depois, removemos o tridangulo do meio.

Figura 11 - Etapa 1: Triangulo de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 2: Repetimos o processo que fizemos na etapa 1, em cada um dos triangulos

restantes.
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Figura 12 — Etapa 2: Tridngulo de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 3: E novamente repetimos o processo que fizemos na etapa 1, em cada um dos

triangulos restantes da etapa 2 da construgao.

Figura 13 - Etapa 3: Tridngulo de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 4: Repetimos em cada um dos tridngulos nao eliminados as construgdes 2 e 3,

esse processo pode ser realizado sucessivamente.
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Figura 14 — Etapa 4: Tridngulo de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

2.3.3 Piramide ou Tetraedro de Sierpinski

A piramide de Sierpinski é uma representacao tridimensional do tridngulo de Sierpinski
composto por diversos tetraedros, em que cada tetraedro contém outro tetraedro constituido por

faces que sdo tridngulos de Sierpinski.

Etapa inicial: Considere um tetraedro inicial construido na janela de visualizagdo 3D

conforme mostrado na Figura 15.

Figura 15 - Etapa inicial: Tetraedro de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf
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o : ~ 1
Etapa 1: Este tetraedro serd dividido em quatro partes e reduzimos a razao de 5 das

quais a parte do meio é removida, Obtendo assim a Figura 16.

Figura 16 — Etapa 1: Tetraedro de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf

Etapa 2: Novamente dividiremos esse tetraedro em 64 quadradinho e reduziremos a

1 . . .
razdo de > onde retiramos a parte central. Obtendo assim a Figura 17.

Figura 17 — Etapa 2: Tetraedro de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf
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Etapa 3: Vamos dividir novamente cada dos quadradinhos em 256 quadradinhos e

. 1 ) . .
reduziremos a razdo de > depois retiramos a parte central. Esse processo pode ser feito

infinitamente, obtendo assim a Figura 18

Figura 18 — Etapa 3: Tetraedro de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf

2.3.4 Tapete de Sierpinski

O Tapete de Sierpinski conhecido como carpete de Sierpinski foi desenvolvida por
Waclaw Sierpinski, € um fractal do tipo Remog¢ao. Podemos aplicar a mesma técnica de
eliminac¢do utilizada na construcdo do tridngulo de Sierpinski, a seguir sao feitas as descri¢des

de cada etapa da construgdo do fractal.
Etapa inicial: Considere um quadrado inicial conforme mostrado na Figura 19.

Figura 19 - Etapa Inicial: Tapete de Sierpinski

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg
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o . - 1 :
Etapa 1: Este quadrado € dividido em nove partes e reduzimos a razio de 3 das quais a
parte do meio é removida, de modo que temos oito pequenos quadrados. Obtendo assim a Figura
20.

Figura 20 — Etapa 1: Tapete de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Etapa 2: Novamente dividiremos cada quadradinho em nove partes e reduziremos a

1 . . .
razdo de 3 onde retiramos a parte central. Obtendo assim a Figura 21.

Figura 21 — Etapa 2: Tapete de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Etapa 3: Vamos dividir novamente cada dos quadradinhos em nove partes e reduzir a

razdo de 3 depois a parte central. Esse processo pode ser feito infinitamente, obtendo assim a
Figura 22
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Figura 22 — Etapa 3: Tapete de Sierpinski

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

2.3.5 Esponja de Menger

Em 1926, Karl Menger propds esta "esponja", que nada mais era do que uma
representacdo tridimensional do tapete Sierpinski. Foi projetado por Vaclav Sierpinski hd 10 anos.
A construcdo inicia dividindo um cubo em 27 cubos de um terco do seu tamanho e removendo 7
cubos menores (0 meio € 0 6 no meio dos lados). Para cada cubo restante, 0 mesmo procedimento
¢ aplicado e assim por diante até o infinito. O conjunto resultante é autossemelhante: quando as

pecas sdo dimensionadas corretamente, elas correspondem a ilustragdo geral.

Etapa inicial: Considere um cubo inicial construido na janela de visualizacao 3D

conforme mostrado na Figura 23.

Figura 23 - Etapa Inicial: Esponja de Menger

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/twsmu7dp

1
Etapa 1: Este cubo € dividido em 54 partes e reduzimos a razdo de 3’ das quais a parte

do meio € removida, de modo que temos 48 pequenos cubo. Obtendo assim a Figura 24.



31

Figura 24 — Etapa 1: Esponja de Menger

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/twsmu7dp

Etapa 2: Vamos dividir novamente cada dos cubo presentes na constru¢do e reduziremos

arazdo de 3 depois removeremos a parte central. Esse processo pode ser feito infinitamente,

obtendo assim a Figura 25

Figura 25 — Etapa 2: Esponja de Menger

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/twsmu7dp

2.4 Comandos do GeoGebra utilizados na construcio de Fractais

O GeoGebra € um software matemético dinamico criado por Markus Hohenwarter, ele
iniciou o projeto em 2001 para ser utilizado em sala de aula. O programa € gratuito permitindo
ao usudrio fazer construcdes geométricas e inserir fungdes de diversas dreas de Matemadtica
tais como Geometria, Algebra, Calculo, Estatistica, entre outros. Encontra-se disponivel no
Site: <https://www.geogebra.org> o qual possibilita utilizi-lo online ou baixa-lo em dispositivos
eletronicos. A seguir faremos a descricdo dos comandos do GeoGebra que serdo utilizados no
decorrer deste trabalho de pesquisa. A descri¢io estd baseada em (BORBON, 2012).


https://www.geogebra.org
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Ao abrirmos o software GeoGebra aparece a tela inicial que apresenta a barra de menu, e

também a barra de ferramentas que fica disponivel para realizar diferentes operagdes.

Figura 26 — Tela inicial do Geogebra
PN NI IPANIEIE

™

+

Fonte: GeoGebra Classico

g

GeoGebra Cléssico @

/ Gréfico

Geometria

Janela 3D

Janela CAS

Planilha de Calculos

A\ Probabilidade

Download

Janela de Visualizacdo: Tem a funcdo de representar as construgdes geométricas,

aritmética ou algébrica construidas ao longo dos comandos.

Figura 27 - Janela de Visualizacdo

P>

OO 4L N =@

>

0
Il

Arquivo
Editar
Disposices
Exibir

Clanela de Algebra

x- (JCalculo Simbdlico (CAS)

PEOPSRS

GJanela de Visualizacdo
[(Wanela de Visualizacéo 2
CWanela de Visualizagdo 3D
CPlanilha

OCalculadora de Probabilidades

i OProtocolo de Construgéo

5 4 3 2

Fonte: GeoGebra Classico

ICampo de Entrada
CBarra de Navegacio
Atualizar Janelas
Recalcular Todos os Objetos
Configuracdes

Ferramentas

Ajuda & Feedback

2 Sara Blenda da Silva Correia

Janela de Algebra: Concede ao usudrio a opcao de representar as coordenadas dos

pontos, vetores, segmentos, poligonos, fungdes, equacdes da reta, circunferéncia, pontos de

interseccdo e conicas tanto no plano como no espago.
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Figura 28 — Janela de Algebra

I

Klé - 2> OO &N =@ .
- 4{-. B Arquivo
Editar

Disposicdes

>

Exibir

\/ BJanela de Algebra

x- OCélculo Simbdlico (CAS)
Clanela de Visualizacio
Clanela de Visualizacéo 2
Clanela de Visualizacdo 3D

Planilha

PHO>®RS

OCalculadora de Probabilidades

£ OProtocolo de Construgao
CCampo de Entrada

CBarra de Navegacéo

Atualizar Janelas

Recalcular Todos os Objetos
% Configuracdes

Ferramentas

Ajuda & Feedback

Sara Blenda da Silva Correia

Fonte: GeoGebra Classico

Janela de Visualizacao 3D: Para a utilizacio dessa funcdo, temos que acessar a op¢ao
menu exibir, depois clicar na op¢ao janela de visualizacao 3D. Quando fazemos essa operagao,
a barra de ferramenta sofre modificacdes, essa nova janela apresenta trés eixos (eixo X, €ixoy,
eixo z) com funcionalidades que permitem novas possibilidades de constru¢des com objetos
tridimensionais e também a incorporagdo das janelas de visualizacdo 1 e 2, a planilha e a janela
CAS.

Figura 29 - Janela de Visualizacdo 3D

B m > dB e d @& N e Q =
.{_, B Arquivo
Editar
Disposicdes
A Exibir

/ (Janela de Algebra

x- CCalculo Simbolico (CAS)
(OJanela de Visualizacao
Clanela de Visualizagao 2
BJanela de Visualizacéo 3D
OPlanilha

(ICalculadora de Probabilidades

PHORS

: OProtocolo de Construgao
Cicampo de Entrada

Barra de Navegacéo

Atualizar Janelas
Recalcular Todos 0s Objetos
Configuragdes

Ferramentas

Ajuda & Feedback

Sara Blenda da Silva Correia

Fonte: GeoGebra Classico

Campo de Entrada: E uma caixa de texto que viabiliza a digitacio de comandos para

construir objetos, realizar transformacdes, conseguir medidas, entre outros.
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Figura 30 — Campo de Entrada
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o
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% Ferramentas
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Sara Blenda da Silva Correia

Entrada

Fonte: GeoGebra Classico

Poligono Regular: Para criar um poligono regular é necessario determinar os dois

primeiros vértices, e logo, a quantidade total de vértices que a figura possui.

Figura 31 - Poligono Regular

PR N oM~ IPANE

+ F I::- Poligono

I_:) Poligono Regular
I,\ Poligono Rigido

L\" Poligono Semideformavel

Fonte: GeoGebra Classico

Controle Deslizante: Para a utilizacdo desta fungdo basta clicar na barra de ferramentas,

depois na janela de visualizagao.
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Figura 32 - Barra de Ferramentas do Geogebra
s

=32 -
82< Controle Deslizante

ABC Texto

M Inserir Imagem

Botio

/|® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=1 Campo de Entrada

Fonte: GeoGebra Classico

Podemos configurar esse controle nomeando esse objeto, definindo valor do intervalo e do

incremento, modificando as propriedades do controle deslizante. Proporcionado a diversificacdo
dos objetos nas representacdes e na manipulacdo da construgdo.

Figura 33 — Comando Controle Deslizante

Controle Deslizante

Nome

a=1

@ Nimero Angulo Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animac&o
min max Incremento
-5

w

Fonte: GeoGebra Classico

Sequéncia: O comando de sequéncia mostra cinco sintaxes diferentes. Com a funcdo de
representar sequéncias numéricas ou geométricas, mas, os dois comandos a ser utilizado nesta

pesquisa serd sequéncia (<Expressdo>, <varidvel>, <valor inicial>, <valor final>) e (<Expressao>,
<variavel>, <valor inicial>, <valor final>, <incremento>).
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Figura 34 — Comando Sequéncia do Geogebra

D PR N o] = IPANETE

+  seq

Sequéncia b Sequéncia @]

Sequéncia( Valor Final )
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Sequéncial Expresséo, Variavel, Valor Inicial, Valor Final )

Sequéncia( Expresséo, Variavel, Valor Inicial, Valor Final, Incremento )

Fonte: GeoGebra Classico

Transladar: Com a funcionalidade dessa ferramenta conseguimos transladar um objeto
(ponto, segmento, poligono, etc.) para o mesmo lado que o sentido do vetor. Nesse comando

temos duas op¢des, mas, o campo a ser utilizando serd Transladar (<objeto>, <vetor>).

Figura 35 — Comando Transladar do Geogebra
Bl Lo 4N =+
+ trang

Transladar L Transladar @

TransladarJanelaDeVisualizagéo
Transladar( Objeto, Vetor )

Transladar( Vetor, Ponto Inicial )

Fonte: GeoGebra Classico

Homotetia: E a funcdo de ampliar ou reduzir as distancias e as dreas a partir de um ponto

fixo.

Figura 36 — Exemplo de Aplicagdo do Comando Homotetia

Fonte: elaborado pela autora

Esse comando dispde de duas opg¢des, mas, o campo a ser utilizado serd Homotetia

(<objeto>, <razao>).
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Figura 37 — Comando Homotetia

(K]t~ L D00 4N =@
+  homd :

Homotetia » Homotetia @

Homotetia( Objete, Razdo )

Homotetia( Objeto, Raz&o, Centro )

Fonte: GeoGebra Classico

Além dos comandos mencionados anteriormente, € possivel fazer listas de objetos tais
como pontos, poligonos, entre outros, no GeoGebra para ajudar na programacao dos algoritmos,

para isso basta usar chaves.



38

3 METODOLOGIA

Esta pesquisa tem caracter exploratorio, pois busca investigar e difundir as principais
caracteristicas e fendmenos surgidos durante a criagdo de Fractais do tipo Remog¢ao usando o
software GeoGebra e descrevendo todos os passos realizados no experimentagdo computacional
de maneira precisa e sucinta. além disso, segundo (FREIRE, 1971)

"A curiosidade como inquietac@o indagadora, como inclina¢do ao desvelamento
de algo, como pergunta verbalizada ou ndo, como procura de esclarecimento,
como sinal de atencdo que sugere alerta, faz parte integrante do fendmeno
vital. Nao haveria criatividade sem a curiosidade que nos move e que nos pde

pacientemente impacientes diante do mundo que nio fizemos, acrescentando a
ele algo que fizemos" (FREIRE, 1971, p.53).

Ap6s uma revisao bibliogréfica, todos os conceitos e propriedades matemadticas
utilizadas na construcdo de Fractais do tipo Remocado serdo estudados e traduzi-dos nos
comandos do GeoGebra, dentre os quais podemos destacar: Lista, Homotetia, Girar,

Transladar, Seqguéncia, Deslizador, entre outros.

A primeira parte da pesquisa consiste num estudo tedrico dos conceitos matematicos
usados na geometria fractal, tais como: homotetias, rotagdes, translagdes, semelhancgas, entre
outros. A segunda parte consiste numa classificacio dos fractais de forma geral e uma descri¢do
dos Fractais do tipo Remoc¢ao que serdo construidos com o auxilio do software GeoGebra,
focando nas suas principais caracteristicas e exemplos de aplicacdo mais notdveis na literatura

atual.

A terceira parte consiste em usar o0 GeoGebra para representar cinco tipos de fractais do
tipo Remocao de maneira dinamica. Usaremos os algoritmos descritos no Capitulo 11 do livro
(ANTON; RORRES, 2001). Far-se-4 uma descri¢do detalhada de cada passo da construgao de
todos os conceitos matemdticos envolvidos e como estes estdo relacionados com os diversos
comandos do GeoGebra. O objetivo € que este trabalho seja um manual de construgdo de alguns

fractais para mostrar alguma aplica¢do da matemaética e informatica.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo apresentamos 0 passo a passo da construcdo dos cinco fractais do Tipo
Remocao apresentados no Capitulo 2, descrevendo os comandos do GeoGebra utilizados em

cada etapa.

4.1 Conjunto de Cantor

Para iniciar a constru¢do do Conjunto de Cantor, selecione os pontos (0,0), (1,0), no
plano. Em seguida, escolha op¢cdo Segmento na barra de Ferramenta ligando esses pontos. Note

que na Figura 38, o segmento construido é chamado de f.

Vamos digitar na Janela de Algebra os dois vetores que serdo usados nas semelhancas

que serdo aplicadas no segmento construido. Esses vetores sio v; = (0,0)7, v, = (5, 0)T.

Figura 38 — Construcdes iniciais do Conjunto de Cantor

R~ 00 4L N =+

gE= Transladar(SengMu(} N
O
= 033 0.6
O h = Transladar(Segmento()ic,m 05
= 033
0.4
H
Cl = Sequéncia(Transladal “Seg
O \
= {0.33,0.33} 03
C S ¢
2 = Sequéncia (Transladal kHo 02
O
= {011, 0.11} {0.11, 0.1}
0.1
H
C3 = Sequéncia (Transladal (Ho
O
= {{{0.04, 0.04}, {0.04, 0.04}, {0. 01 o 01 02 03 04 0% 05 07 08 0% 1
4
C4 = Sequéncia (Transladal kHa -0.1
O
= {001, 0.01}, {0.01, 0.01}, {0
02
i
C5 = Sequéncia (Transladal (Ho
O 0.3
= {{{t{0, 0}, {0. O}, {{0. 0}, {0, D3}
O Etapas = 0 : s
0@ 5 ®
+ =05

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Etapa 1: Nesse passo, construimos uma Lista no GeoGebra para realizar as semelhangas

dadas pelas Equacdes (9), (10). Nomearemos esta lista como L = {vy,v,}.
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ol =0 )
= — v
] A7300 1] ]y I
x| 11 o] [x]
T = — +v 10
2_y_ 3 o 1] |y] 2 (10)

Posteriormente, recomendamos ao leitor substituir a utilizacdo da Janela de Algebra pelo
Campo de Entrada para a digitacdo dos comandos essenciais para a construcao dos fractais, visto

que estes podem ser extensos.

Utilizaremos os comandos a seguir:

Figura 39 — Comandos utiilizados na constru¢do do Conjunto de Cantor
Sequéncia( <Expressao=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Transladar( =Objeto=. <Vetor=)

Homotetia( <Objeto=, <Raz&o= )

Fonte:GeoGebra

Digitamos no Campo de Entrada do GeoGebra a seguinte instrucao:
C1= Sequéncia ( <Expressao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>,<incremento>)

onde:

* <Expressdao> serd substituido por: Transladar (Homotetia (f,1/3)), L(i));
* <Varidvel> serd substituida por i;

* <Valor Inicial> serd substituido por 1;

* <Valor Final> serd substituido por 2.

* <incremento> serd substituido por 1.
Observe também que no comando <Transladar>

* <Objeto> foi substituido por: Homotetia (f,1/3);
* <Vetor> foi substituido por: L(i).

No comando <Homotetia>

* <Objeto> foi substituido por: f;

* <Razao> foi substituido por 3

O gréfico resultante da instrucao de C1, pode ser visto na Figura 40.
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Figura 40 — Etapa 1: Resultado de aplicar a sequéncia C1

&A1 >0 4N =

E= Transladar(Segmentn(l )
O 0s
= 033
i 05
h = Transladar(Segmento(va
O
= 033
04
C S f
1= equéncia(Tvansladal k;‘e;
@ 03 Etapas = 1
= {0.33, 0.33}
E 0.2
2 = Sequéncia(Transladal kHo
O
= {{0.11, 0.11}, {0.11, 0.11}} 04
£
3 = Sequéncia(Transladal kHe
O 0 01 02 03 04 05 05 07 08 09 1
= {{0.04, 0.04}, {0.04, 0.04}}, {{0.C
I =01
C4 = Sequéncia(Transladal (Ho
O
= {{{{0.01, 0.01}, {0.01, 0.01}}, {{0 -0.2
£
C5 = Sequéncia(Transladal kHo
O 03
= {{{{{0, 0} {0. O}, {{0. 0. {0, O}
® Etapas = 1 H 04
e 5 ®
+ -0.5

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Etapa 2: Para graficar a segunda etapa, usaremos uma instru¢do similar a etapa anterior,

com a diferenca de que o objeto ao que serdo aplicadas as duas semelhangas é C1 e ndo f.

A instrucdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
C2 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (C1, 1/3)), L(1)), i, 1, 2,1)

Observe o grafico resultante de C2, pode ser visto na Figura 41
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Figura 41 - Etapa 2: Resultado de aplicar a sequéncia C2

(Rl 004 N =

g = Transladar(Segmento(} N
O 06
= 033
H 05
O h = Transladar (Segmenta (H;m
= 033
04
H
C1 = Sequéncia (Transladal (heg
o 03 Etapas = 2
= {033,033
E 02
O C2 = Sequéncia (Transladal kHo
= {{0.11, 0.11}, {0.11, 0.11}} 04
3
C3 = Sequéncia (Transladal kHa
O 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
= {{{0.04, 0.04}, {0.04, 0.04}}, {{0.C
F ~0.1
O C4 = Sequéncia (Transladal (Ho
= {{{0.01, 0.01}, {0.01, 0.01}}, {{0 a2
3
C5 = Sequéncia (Transladal kHo
O -03
= {{{{{0. 03, {0, o}, {{0, 0}, {0, 03}
O Etapas = 2 H -04
0 °® 5 0
+ =05
»

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Etapa 3: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a

diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as duas semelhancas € C2.

A instrugd@o que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
C3 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (C2, 1/3), L(i)), i, 1,2,1).

Observe o grafico resultante de C3 pode ser visto na Figura 42
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Figura 42 - Etapa 3: Resultado de aplicar a sequéncia C3

A P O O [ epepuen

g= Transladar(Segmento(} N
O 06
= 033
: 0s
h = Transladar(Segmento(H;m
O
= 033
04
C S ¢
1 = Sequéncia (Transladal Sey
O k 03 Etapas = 3
= {0.33, 0.33}
s 02
c2 = Sequéncia(Transladal kHa
O
= {{0.11, 0.11}, {0.11, 0.11}} o
d
C3 = Ssquéncia(Transladal kHu
O 0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 0.8 0.9 1
= {{{0.04, 0.04}, {0.04, 0.04}}, {{0.C
3 =01
C4 = SEquén:ia(Transladal (Ha
O
= {{{{0.01, 0.01}, {0.01, 0.0}, {0. 02
§
C5 = Sequéncia(Transladal kHo
@) 03
= {{{{{0. o}, {0. 03}, {{0. O}, {0, O}}
O Etapas = 3 : 04
0 ® 5 ®
=05
+

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Etapa 4: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a

diferenga que o objeto ao que serdo aplicadas as duas semelhangas é C3.

A instrucdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
C4 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (C3, 1/3), L(1)),1, 1, 2, 1)

Observe o gréfico resultante de C4 pode ser visto na Figura 43.
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Figura 43 — Etapa 4: Resultado de aplicar a sequéncia C4

s S SoN<IPANN

E= Transladar(Segmento(i N
O 06
= 033
H 05
h = Transladar(Segmento(H;m
O
= 033
0.4
H
Cl = Sequéncfa(Transladal (};ej
O 03 Etapas = 4
= {033 033}
5 0.2
2 = Sequéncfa(Transladal kHa
O
= {{0.11, 0.11}, {0.11, 0.11}} 04
d
C3 = Sequéncfa(Transladal kHa
© 0 01 02 03 04 05 0.6 07 0.8 09 1
= {{{0.04, 0.04}, {0.04. 0.04}}, {{0.(
: =01
C4 = Sequéncfa(Transladal (Ha
©
= {{{{0.01, 0.01}, {0.01, 0.013}, {{0 02
i
C5 = Sequéncfa(Transladal kHa
O -03
= {{{{{0. 0} {0, 0}, {{0. 0}, {0, Dy}
O Etapas = 4 : 04
0 o= 5 (O
=05
+

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Etapa 5: Para realizacdo da quinta etapa, usaremos uma instru¢ao semelhante a etapa

anterior, com a diferenca que o objeto que serdo aplicadas as duas semelhancas é C4 e ndo C3.

A instrucdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

C5 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (C4,1/3), L(1)), 1, 1, 2, 1).

Observe o grafico resultante de C5 pode ser visto na Figura 44.
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Figura 44 — Etapa 5: Resultado de aplicar a sequéncia C5

DESZE S SICHSIP AN

O g = Transladar(Segmento(} N
= 033 08
O h = Transladar(Segmento(}i;m 05
= 033
. 04
Cl = Sequéncw’a(Transladal (beg
O Etapas =5
= (033, 0.33) 03 )
C S ¢
2 = equénm’a(Transladal Ho 02
o \
= {{0.11, 0.11}, {0.11, 0.11}}
01
H
O C3 = SequéncFa(Transladal (Ho
= {{{0.04, 0.04}, {0.04, 0.04}}, {{0.C 01 0 01 02 03 04 5 6 07 s 09 1
;
C4 = SequéncFa(Transladal kHo -01
O
= [{{{0.01, 0.01}, {0.01, 0.01}}, {0
-02
z
C5 = Sequéncw’a(Transladal kHo
O 0.3
= {{t{{0. 0} {0. O {{0. O}, {0, O}
O Etapas = 5 H s
0 ® 5
+ -05

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Observe que as figuras 44 e 43 é a mesma porque ndo podemos ver os intervalos que
existem na estrutura da figura. Por isso resolvemos diminuir a espessura do segmento para

verificar se conseguimos visualizar melhor o passo 5.

Observe o grafico resultante da reducdo da espessura de C5 pode ser visto na Figura 45.
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Figura 45 — Etapa 5: Gréfico resultante da reducdo da espessura de C5

RSN IPINIEIE

A = Intersegio(EixoX, ExoY) N
= (0,0) 05
B = Ponto(EixoX) :
O
= (1.0) ® 05
f = Segmento(A, B) H
O 04
=1
Etapas =5
O wm-= (g) 0 °
2 02
v2= |3
O 0,
_ (o7 01
- 0
L ={vl.v2}
@ 54 0 01 02 03 [ 05 06 07 [ 09 1
= {(0,0),(067,0)}
1 : g 01
E= Trans\adw(Segmento (Homotetia(A, ,) , Homotstia \3, <
O 3 d
= 033 -02
(al (R 1
h = Transladar{ Segmento| Homotetia( A, = |, Homotetia{ 5, -
O 3 \ Z -03
= 033
N 04
Cl = Sequénc\'a(Tmnsladar(Segmenm(Homotema (A, | Ho
o s
= {0.33,0.33} . 05

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kkwejgus

Como vimos na figura 45, com a diminuicdo da espessura na etapa 5, a construgao
continuou a mesma que anterior, ndo conseguimos visualizar os intervalos presente na figura.
Por esse motivo, decidimos que a constru¢do do conjunto de Cantor seria construido até a etapa

5, pois a partir dessa etapa quase nao conseguimos visualizar os intervalos.

Para deixar a constru¢do do fractal mais dindmica, usaremos um controle deslizante que
nos permita visualizar os niveis de cada etapa construida. Para isso basta selecionar a op¢ao

"Controle Deslizante"ou "Deslizador"na Barra de Ferramentas.
Digitamos as seguintes instru¢des para o Controle Deslizante do GeoGebra:

onde:

<Nome> serd substituido por: Etapas
* <Minimo> sera substituida por 0;
* <Madximo> serd substituido por 5;

* <Incremento> serd substituido por 1.

Assim, € necessdrio ingressar nas "Configuragdes" do "Controle Deslizante", na op¢ao

"Avangado" e digitar no campo "Condi¢do para Exibir Objeto(s)", as seguintes instrugdes:

* f aparecerd quando a Etapas = 0;

* C1 aparecerd quando a Etapas = 1;

C2 aparecera quando a Etapas = 2;

C3 aparecera quando a Etapas = 3;

* (4 aparecera quando a Etapas = 4;



47

* (55 aparecera quando a Etapas = 5;

4.2 Triangulo de Sierpinski

Para iniciar a construgo, selecione os pontos (0,0), (1,0), (0,1) no plano. Em seguida,
escolha op¢ao Poligonos na barra de Ferramenta ligando cada um dos pontos, estabelecendo um
triangulo.

Vamos digitar na Janela de Algebra os trés vetores que serdo usados nas semelhangas
que serdo aplicadas no tringulo construido. Esses vetores sio v; = (0,0)7, v, = (E’O)T e

1

o T
v3_(072) *

Figura 46 — Construgdes iniciais do Triangulo de Sierpinski

RSSO0 4 N[
(@) : : —

= (1,0) (_':N
tl = Poligono(A, B, C) H
0]
= 05
a = Segmento(B, C,t1) Etapas =0
0]
= 141
b = Segmento(C, A, t1)
0]
=1
¢ = Segmento(A, B,t1)
@)
=1
0 =)

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 1: Nesse passo, construimos uma Lista no GeoGebra para realizar as semelhancas

dadas pelas Equacdes (11), (12) e (13). Nomearemos esta lista como L; = {vy,v,v3}.

_x_ 1 1 O_ -x_
T = — +W (11)
) 2 0 1] |y]
_x_ 111 O_ X
T = - +v 12
2 2o 1 2 (12)
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o= O (13)
=200 1] |y V3

Posteriormente, recomendamos ao leitor substituir a utiliza¢io da Janela de Algebra pelo
Campo de Entrada para a digitacdo dos comandos essenciais para a construcao dos fractais, visto

que estes podem ser extensos.

Observe que na Figura 46, o tridangulo inicial azul € denominado pelo GeoGebra de 71.

Utilizaremos os comandos a seguir:

Figura 47 — Comandos utiilizados na constru¢ao do tridngulo de Sierpinski
Sequéncia( =Expressao=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Transladar( =Objeto=  <Vetor=)

Homotetia( <Objeto=, <Raz&o= )

Fonte:GeoGebra

Digitamos no Campo de Entrada do GeoGebra a seguinte instruc¢ao:
/1= Sequéncia ( <Expressdao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>)

onde:

* <Expressao> serd substituido por: Transladar (Homotetia (t1,1/2)), L1(i));
* <Varidvel> serd substituida por i;
* <Valor Inicial> serd substituido por 1;

* <Valor Final> serd substituido por 3.
Observe também que no comando <Transladar>

* <Objeto> foi substituido por: Homotetia (t1,1/2);
* <Vetor> foi substituido por: L1(1).

No comando <Homotetia>

* <Objeto> foi substituido por: t1;

* <Razdo> foi substituido por 5

O grafico resultante da instrucdo de /1, pode ser visto na Figura 48.
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Figura 48 — Etapa 1: Resultado de aplicar a sequéncia /1

Rlo* o~ L D> OO & N 2 d

1.2 1

0a

06

0.4

0.2

12

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3;jv

Observe que o resultado obtido na Figura 48 € a aplicacdo das trés semelhancas ao

triangulo inicial #1.

Etapa 2: Para graficar a segunda etapa, veja a Figura 49, usaremos uma instrug@o similar

all, com a diferenca de que o objeto ao que serdo aplicadas as trés semelhancas € /1 e ndo ¢1.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

[2 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (/1, 1/2)), L1(1)), i, 1, 3)

Observe o grafico resultante de /2, pode ser visto na Figura 49
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Figura 49 - Etapa 2: Resultado de aplicar a sequéncia /2

(R] A~ L > OO 4L N =2 &

121

1
Etapa=2

08
0.6
04
02

-04 -02 0 02 0.4 086 08 1 12

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 3: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a

diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as trés semelhancas é [2, veja a Figura 49.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
[3 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (/2, 1/2), L1(1)), 1, 1,3).

Observe o grafico resultante de /3 pode ser visto na figura 50
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Figura 50 — Etapa 3: Resultado de aplicar a sequéncia /3
(K] A 74X B OO & N = e

1.2 1

Etapa=3

0.8

0.6

0.4

0.2

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 4: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a

diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as trés semelhancas é (3, veja a Figura 50.

A instrucdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

[4 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (13, 1/2), L1(1)), i, 1, 3)

Observe o grafico resultante de /4 pode ser visto na Figura 51.
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Figura 51 — Etapa 4: Resultado de aplicar a sequéncia /4
(R A 7L D> OO &L N =2

1.2 1

Etapa =4

0.8

0.6

0.4

0.2

04 02 0 02 0.4 0.6 08 1 12

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 5: Para realizacdo da quinta etapa, examine a Figura 51, pois usaremos uma
explicacdo equivalente a de /4, com a diferenca que o objeto que serdo aplicadas as trés

semelhangas € /4 e nao /3.

A instrugdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

[5 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (14,1/2), L1(1)), i, 1, 3).

Observe o gréfico resultante de /5 pode ser visto na Figura 52.



53

Figura 52 — Etapa 5: Resultado de aplicar a sequéncia /5
BFSPE = o N SIPANEIE

1.2 1

Etapa=5

0.8

0.6

0.4
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N
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Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Etapa 6: Até esta etapa observamos que o trabalho foi semelhante a todas as etapas
anteriores e pode se estender indefinidamente ou até a escolha do programador em GeoGebra.

Neste trabalho nos desenvolvemos até a Etapa 6 como pode ser visto na Figura 53.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

16 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (15,1/2), L1(1)), 1, 1, 3)

Observe o grafico resultante de /6 pode ser visto na Figura 53
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Figura 53 - Etapa 6: Resultado de aplicar a sequéficia /6
i [N - =
DS CI=IPANIEIE

1.24

Etapa =6

12

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/npjqj3jv

Para deixar a constru¢do do fractal mais dindmica, usaremos um controle deslizante que
nos permita visualizar os niveis de cada etapa construida. Para isso basta selecionar a op¢ao

"Controle Deslizante"ou "Deslizador"na Barra de Ferramentas.
Digitamos as seguintes instrucdes para o Controle Deslizante do GeoGebra:

onde:

<Nome> serd substituido por: Etapas
* <Minimo> serd substituida por 0;
* <Maximo> serd substituido por 6;

* <Incremento> serd substituido por 1.

Assim, € necessdrio ingressar nas "Configuracdes" do "Controle Deslizante", na op¢ao

"Avangado" e digitar no campo "Condi¢ao para Exibir Objeto(s)", as seguintes instrugdes:

* t1 aparecerd quando a Etapas = 0;

* [1 aparecerd quando a Etapas = 1;
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* [2 aparecera quando a Etapas = 2;

* [3 aparecerd quando a Etapas = 3;

[4 aparecerd quando a Etapas = 4;

[5 aparecerd quando a Etapas = 5;

16 aparecerd quando a Etapas = 6;

4.3 Piramide ou Tetraedro de Sierpinski

Para iniciar a construcdo da Tetraedro de Sierpinski, selecione a Janela de Visualizacao
3D, em seguida, escolha op¢ao Tetraedro na barra de Ferramenta e depois escolha os pontos

(0,0,0), (0,1,0), no plano. Note que na Figura 54, o tetraedro construido é chamado de a.

Vamos digitar na Janela de Algebra os quatro vetores que serdo usados nas semelhancas

1
que serdo aplicadas ao tetraedro construido. Esses vetores sio v; = (0,0,0)7, v, = (0, X 0)7,
-9 1 -3 13 41
= (=, 0  evy= (=0, =, —)T.
1= (55030 e = (5550 100’

Figura 54 — Construgdes iniciais do Tetraedro de Sierpinski

B s 004N =

|

A = Intersegio(EixoY, EixoZ)

= (0,0.0)

B = Ponto(EixoY) H
=010 ®
a = Tetraedro(A, B, C) H

=01

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf

Etapa 1: Nesse passo, construimos uma Lista no GeoGebra para realizar as semelhangas

dadas pelas Equacdes (14), (15), (16) e (17). Nomearemos esta lista como L = {vi,v2,v3,v4}.

T X 11 O |x n (14)
== %

1 210 1] |y 1
_x_ 1 _1 O_ _x_

1 == +v (15)
M 2 _O 1_ Y]



56

T x| _1fno] 4] n (16)
= - v
3 y ) 0 1 y 3
T x| _1fr o] 4] + (17)
= v
4 200 1| |y T

Posteriormente, recomendamos ao leitor substituir a utilizacio da Janela de Algebra pelo
Campo de Entrada para a digitacdo dos comandos essenciais para a construcao dos fractais, visto

que estes pOde ser extensos.

Utilizaremos os comandos a seguir:

Figura 55 — Comandos utiilizados na construcdo do Tetraedro de Sierpinski
Sequéncia( <Expressao=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Transladar( =Objeto=. <Vetor=)

Homotetia( <Objeto=, <Raz&o= )

Fonte:GeoGebra

Digitamos no Campo de Entrada do GeoGebra a seguinte instrucao:
P1= Sequéncia ( <Expressdao>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>)

onde:

* <Expressao> serd substituido por: Transladar (Homotetia (a,1/2)), L(i));
* <Variavel> sera substituida por i;
* <Valor Inicial> sera substituido por 1;

* <Valor Final> serd substituido por 4.
Observe também que no comando <Transladar>

* <Objeto> foi substituido por: Homotetia (a,1/2);
* <Vetor> foi substituido por: L(i).

No comando <Homotetia>

* <Objeto> foi substituido por: a;

* <Razao> foi substituido por 7

O gréfico resultante da instrucao de P1, pode ser visto na Figura 56.
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Figura 56 — Etapa 1: Resultado de aplicar a sequéncia P1

Bl b ed @4 N d

0 B =
v = (l) [ |
3
O 0

o)
.5 -
0, Etapas = 1

0
O v= (0)
0
A = Intersegio(EixoY, EixoZ)
O
= (0,0,0)
B = Ponto(EixoY)
O
=(0,1,0) ®
a = Tetraedro(A, B, C)
=0
-9
20
V3= 1
i
o 0
~0.45
= | o2
0
A
20 L
13
0= B
50 xQ
(@] R
100 Q

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf

Etapa 2: Para graficar a segunda etapa, usaremos uma instru¢do similar a etapa anterior,

com a diferenca de que o objeto ao que serdo aplicadas as duas semelhangas é P1 e ndo a.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
P2 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (P1, 1/2)), L(i)), i, 1, 4)

Observe o grafico resultante de P2, pode ser visto na Figura 57

Figura 57 — Etapa 2: Resultado de aplicar a sequéncia P2

Ble b B s @4 N L

o =N
v = (l) [ |
2
0 0

= (0-5 Etapas =2

O
<
I
P
Sos
S

A = Intersegdo(EixoY, EixoZ)

= (0,00

B = Ponto(EixoY)

= (0,10 ®
a = Tetraedro(A, B, C)

=012

3 H
“5 L
13
vi=| 5 @
O 41
100 . Q
“ »

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf
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Etapa 3: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a
diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as quatro semelhancas é P2 que se encontra na

Figura 58.

A instrugdo que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
P3 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (P2, 1/2), L(1)), i, 1,4).

Observe o grafico resultante de P3 pode ser visto na Figura 58
Figura 58 — Etapa 3: Resultado de aplicar a sequéncia P3
Rt~ B ed @& N
0 N 7N
i
2
O 0,
- (o
0
° ()

oo

) Etapas =3

A = Intersegido(EixoY, EixoZ)

o
= (0,0,0)
B = Ponto(EixoY) :
O
= (0,1,0) ®
a = Tetraedro(A, B, C) H
O
=012
9
20
v3 = 1
s /
o : 4 /AN
~0.45 ¢ 4 A%
= (025) ¢ =1 IV Y
o : Z
¢ . =
. /A e
3 :
20 ®
| o
va = e @
O 41
100 . Q

S

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/ytcbs3sf

Na constru¢do da préxima etapa, ao digitar o comando no Campo de Entrada, o
computador com o processador intel(R)Pentium(R)CPUN3700@1.60GHz comegou a ficar
lento e travando. Por causa disso, decidimos que Tetraedro de Sierpinski seria construida até a

etapa 3. Neste trabalho nos desenvolvemos até a Etapa 3 como pode ser visto na Figura 58

Para deixar a construcdo do fractal mais dinamica, usaremos um controle deslizante que
nos permita visualizar os niveis de cada etapa construida. Para isso basta selecionar a op¢ao

"Controle Deslizante"ou "Deslizador"na Barra de Ferramentas.

Para criar esse Controle Deslizante precisamos abrir uma segunda "Janela de Visualizagdo
2D"ou "Janela de Visualiza¢do", pois a "Janela de Visualizacao 3D"ndo possui essa ferramenta

que nos permitir fazer a iteracao da figura.
Digitamos as seguintes instru¢des para o Controle Deslizante do GeoGebra:

onde:
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<Nome> serd substituido por: Etapas
* <Minimo> serd substituida por 0;
* <Miéximo> sera substituido por 3;

* <Incremento> serd substituido por 1.

Assim, € necessdrio ingressar nas "Configuragdes" do "Controle Deslizante", na op¢ao

"Avangado" e digitar no campo "Condi¢do para Exibir Objeto(s)", as seguintes instrugdes:

* q aparecerd quando a Etapas = 0;

* P1 aparecerad quando a Etapas = 1;

P2 aparecera quando a Etapas = 2;

P3 aparecera quando a Etapas= 3;

4.4 Tapete de Sierpinski

Para iniciar a constru¢ao, selecione na Barra de Ferramentas a op¢ao "Poligono Regular'e
depois clique em dois pontos (0,1), (0,0) no plano, em seguida, digite o nimero de vértices que
serdo 4, estabelecendo um quadrado, veja a Figura 59.

Vamos digitar na Janela de Algebra os oito vetores que serdo usados nas semelhancas

que serdo aplicadas no quadrado da Figura 59. Esses vetores sdo v; = (0,0)7, v, = (g,O)T,

2 1 21 2 12 22
=5 0 T7 == 0 A Ta = \55 T, - 0 = T, = \=zs= r = (=, — T.
V3 (37 ) V4 ( ’3) VS (373) V6 ( ’3) V7 (373) € V8 (373>

Figura 59 — Construgdes iniciais do Tapete de Sierpinski

AL OO 4L N2
4 i
= (0,1) ( A

B = Intersegdo(EixoX, Eixo¥
O

= (0,0

poll = Poligono(A,B,4)

=1

f = Segmento(A, B, poll) i

=1

0 w-@)

V2:<
@)
3

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Etapa 1: Nesse etapa, construimos uma Lista no GeoGebra para realizar as semelhangas
dadas pelas Equagdes (18), (19), (20), (21), (22), (23), (24) e (25). Nomearemos esta lista como



L= {Vl,V2,V3,V4,V5,V6,V7,V8}.

T,

1

Tg

+Vvi

+ v

+V3

+v4

+ V5

+vg

+vy

+vg
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(18)

(19)

(20)

21

(22)

(23)

(24)

(25)

Posteriormente, recomendamos ao leitor substituir a utilizacio da Janela de Algebra pelo

Campo de Entrada para a digitacdo dos comandos essenciais na constru¢do dos fractais, visto

que estes podem ser extensos.

Observe que na Figura 59, o quadrado inicial roxo € denominado pelo GeoGebra de pol1.

Utilizaremos os comandos a seguir:

Figura 60 — Comandos utiilizados na construcdo do Tapete de Sierpinski
Sequéncia( =<Expressao=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Transladar( =<Objeto=. <Vetor=)

Homotetia( <Objeto=, <Razé&o=)

Digitamos no Campo de Entrada do GeoGebra a seguinte instruco:

t1= Sequéncia ( <Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>)

onde:

Fonte:GeoGebra
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 <Expressdo> sera substituido por: Transladar (Homotetia (pol1,1/3)), [1(i));
* <Varidvel> serd substituida por i;
* <Valor Inicial> sera substituido por 1;

* <Valor Final> ser4 substituido por 8.
Observe também que no comando <Transladar>

* <Objeto> foi substituido por: Homotetia (pol1,1/3);
* <Vetor> foi substituido por: ().

No comando <Homotetia>

* <Objeto> foi substituido por: poll;
* <Razdo> foi substituido por 1/3.

O gréfico resultante da instrucdo de 71, pode ser visto na Figura 61.

Figura 61 — Etapa 1: Resultado de aplicar a sequéncia ¢1

[

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

Fonte: https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Observe que o resultado obtido na Figura 61 é a aplicacdo das oito semelhancas ao
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quadrado inicial poll.

Etapa 2: Para graficar a segunda etapa, usamos o objeto 71 dado na Figura 61 e uma
instrug@o similar a etapa anterior, com a diferenca de que o objeto ao que serdo aplicadas as oito

semelhancas € 71 e ndo poll.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
12 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (¢1, 1/3)), [1(1)), 1, 1, 8)

Observe o grafico resultante de ¢2, pode ser visto na Figura 62

Figura 62 — Etapa 2: Resultado de aplicar a sequéncia ¢2

0.9

0.8

07

0.6

05

0.4

0.3

0.2

01

—0.4 03 0.2 -01 ] 0.1 0.z 03 0.4 0.5 0.6 07 08 09 1 11 12

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Etapa 3: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a

diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as oito semelhancas € #2 que se encontra na Figura
62.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:

t3 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (¢2, 1/3), [1(1)), 1, 1,8).
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Observe o gréfico resultante de 13 pode ser visto na Figura 63

Figura 63 — Etapa 3: Resultado de aplicar a sequéncia ¢3

1.2 1
1.14

1

Etapas = 3

0.9

0.8

07

06

05

0.4

0.3

0.2

01

04 -03 -02 -0.1 0 0.1 02 0.3 0.4 05 06 0.7 08 0.9 1

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

Etapa 4: Nesta etapa, usaremos uma instru¢do semelhante a etapa anterior, com a
diferenca que o objeto ao que serdo aplicadas as oito semelhangas € 3 que se encontra na Figura
63.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
t4 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (3, 1/3), [1(i)), i, 1, 8)

Observe o grafico resultante de 74 pode ser visto na Figura 64.



Figura 64 — Etapa 4: Resultado de aplicar a sequéncia 4

1.2 1

114

Etapas = 4
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Fonte:https://www.geogebra.org/classic/kwgnhkqg

0.5

0.6

0.9

Etapa 5: Na construcdo desta etapa, ao digitar o comando no Campo de Entrada, o
computador com processador intel (R)Pentium(R)CPUN3700@1.60GHz comegou a ficar lento

e travando que tivemos que fechar a janela que estava aberta, por causa disso decidimos que o

Tapete de Sierpinski seria construido somente até a etapa 4. Neste trabalho nos desenvolvemos

até a Etapa 4 como pode ser visto na Figura 63.

Para deixar a constru¢do do fractal mais dinamica, usaremos um controle deslizante que

nos permita visualizar os niveis de cada etapa construida. Para isso basta selecionar a op¢ao

"Controle Deslizante"ou "Deslizador"na Barra de Ferramentas.

Digitamos as seguintes instru¢des para o Controle Deslizante do GeoGebra:

onde:

* <Nome> serd substituido por: Etapas
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* <Minimo> serd substituida por 0O;
* <Maximo> serd substituido por 4;

* <Incremento> serd substituido por 1.

Assim, € necessdrio ingressar nas "Configuracdes" do "Controle Deslizante", na op¢ao

"Avangado" e digitar no campo "Condi¢ao para Exibir Objeto(s)", as seguintes instrugdes:

* poll aparecerd quando a Etapas = 0;
* t1 aparecerd quando a Etapas = 1;
* t2 aparecera quando a Etapas = 2;
* t3 aparecerd quando a Etapas = 3;

* t4 aparecerd quando a Etapas = 4;

4.5 Esponja de Menger

Para iniciar a constru¢io da Esponja de Menger, selecione a Janela de Visualizagao 3D,
em seguida, escolha op¢do Cubo na barra de Ferramenta e depois escolha os pontos (0,0,0),

(0,1,0), no plano. Note que na Figura 65, o cubo construido é chamado de a.

Vamos digitar na Janela de Algebra os vinte vetores que serdo usados nas semelhancas que

1
serdo aplicadas no segmento construido. Esses vetores sio v; = (0,0,0)7, v, = (0, 3 0)7,v; =
2 1 21 2 12 2 2
1L,2,0) v =(1,0,)  vs= (1,5, ) ve= (1,0, ) vy = (1,5, 5) s = (1,5, 5)7,
(2a37 ) V4 (72a23) Vs (73273)2 Ve (’53; 2V7 (737?> V8 (,3,31)1\/9
20,07 v10=(5,2,0" v =(5,0, ) v = (5,2, vis =(5,0,0" vy = (5, 2,0)7,
(37 ) )1 2‘)10 (373, )1 Vll1 (3, 73)1 V£21 (373;3) V13 (37 ’ ) lvlf 2(373, )
= (=20 vie=(=.0, ) vir=(=. 2. ) vig=(=.0, 2 vig= (=, =. )T =
s = (3,306 = (3,0.3) 7 vin =(3,3,3) s =(3,0.3), vie = (3, 3.3) evao
(1 2 2)T
3’3’37 °
Figura 65 — Construcdes iniciais da Esponja de Menger
AL O0 4N =
o A:’Pomf(axoz) G;’\, =N
e ® é.apa:a

Fonte:https://www.geogebra.org/classic/twsmu7dp
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Etapa 1: Nesse passo, construimos uma Lista no GeoGebra para realizar as
semelhancas dadas pelas Equagdes (26), (27), (28), (29), (30), (31), (32), (33), (34), (35),
(36),(37), (38), (39),(40),(41), (42), (43), (44) e (45). Nomearemos esta lista como L; =

{V],V2,V3,V4,V5,V6,V7,V8,V9,V](),V]I,Vlz,V13,V14,V15,V16,V17,V]8,V19,V20}.

11 O
|| == v (26)
_y_ 3 _O 1_ _y_
T _x_ _1 _l O_ _x_ n 27
210017300 4 y V2
x| 1 _1 0_ B
|t =2 s (28)
_y_ 3 _O 1_ _y_
T _x— ! _ O_ _x_ + 29)
== v
4 VT30 1] ] 4
_)C_ 1 _1 0_ _.X_
T: = 30
5 300 1|y +vs (30)
T, x| _1fno] 4] n 31)
== %
6 s T30 1] |y 6
x| 1 _1 0_ B
Tl =2 e (32)
_y_ 3 _O 1_ _y_
T x| _1fn o] 4] n (33)
== v
8 s T30 1] |y 8
x| 1 _1 0_ B
|| == v (34)
_y_ 3 _O 1_ _y_
T, x| L[ o] [« n (35)
== %
10 _y_ 3 _O 1_ _y_ 10
_x_ 1 _1 0_ _x_
T = — +v 36
11 ) 3 o 1] |y 11 (36)
-x- 1 -1 O- -x-
T = — +v 37
12 ) 3 o 1] |y] 12 (37)
_x_ 1 _l 0_ _x_
T = — +v 38
13 ) 3 o 1] |y 13 (38)
_x- 1 -1 0- -x-
T = — +v 39
14 ) 3 o 1] |y] 14 (39)
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(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

Posteriormente, recomendamos ao leitor substituir a utilizagdo da Janela de Algebra pelo Campo

de Entrada para a digitacdo dos comandos essenciais para a construcdo dos fractais, visto que

estes podem ser extensos.

Utilizaremos os comandos a seguir:

Figura 66 — Comandos utiilizados na construgdo da Esponja de Menger
Sequéncia( =<Expressao=, <Variavel=, <Valor Inicial=, <Valor Final= )

Transladar( =Objeto=, <Vetor=)

Homotetia( <Objeto>, <Razéo= )

Fonte:GeoGebra

Digitamos no Campo de Entrada do GeoGebra a seguinte instrucao:
E1= Sequéncia ( <Expressdo>, <Varidvel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>)

onde:

» <Expressdao> serd substituido por: Transladar (Homotetia (a,1/3)), L1(1));
* <Varidvel> sera substituida por i;
* <Valor Inicial> serd substituido por 1;

* <Valor Final> sera substituido por 20.
Observe também que no comando <Transladar>

* <Objeto> foi substituido por: Homotetia (a,1/3);
* <Vetor> foi substituido por: L1(i).
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No comando <Homotetia>

* <Objeto> foi substituido por: a;

* <Razao> foi substituido por 3
O grafico resultante da instruc¢do de E'1, pode ser visto na Figura 67.

Figura 67 — Etapa 1: Resultado de aplicar a sequéncia E'1
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Fonte:https://www.geogebra.org/classic/twsmu7dp
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Etapa 2: Para graficar a segunda etapa, usaremos uma instru¢do similar a etapa anterior,

com a diferenca de que o objeto ao que serdo aplicadas as duas semelhangas é E'1 e ndo a.

A instrucao que digitamos no Campo de Entrada € a seguinte:
E?2 = Sequéncia (Transladar (Homotetia (E'1, 1/3)), L1(1)), i, 1, 20)

Observe o grafico resultante de E2, pode ser visto na Figura 68

Figura 68 — Etapa 2: Resultado de aplicar a sequéncia E2
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Na constru¢do da préxima etapa, ao digitar o comando no Campo de Entrada, o
computador com o processador intel(R) Pentium(R) CPU N3700 1.60 GHz comegou a ficar
lento e travando, que tivemos que fechar a janela aberta. Por causa disso, decidimos que Esponja
de Menger seria construida até a etapa 2. Neste trabalho nos desenvolvemos até a Etapa 2 como

pode ser visto na Figura 68

Para deixar a constru¢do do fractal mais dindmica, usaremos um controle deslizante que
nos permita visualizar os niveis de cada etapa construida. Para isso basta selecionar a op¢ao

"Controle Deslizante"ou "Deslizador"na Barra de Ferramentas.

Para criar esse Controle Deslizante precisamos abrir uma segunda "Janela de Visualizagdo
2D"ou "Janela de Visualizagdo", pois a "Janela de Visualizagdo 3D"ndo possui essa ferramenta

que nos permitir fazer a iteracdo da figura.
Digitamos as seguintes instru¢des para o Controle Deslizante do GeoGebra:

onde:

<Nome> serd substituido por: Etapas
* <Minimo> serd substituida por 0O;
* <Maximo> serd substituido por 2;

* <Incremento> serd substituido por 1.

Assim, € necessdrio ingressar nas "Configuracdes" do "Controle Deslizante", na opc¢ao

"Avangado" e digitar no campo "Condi¢ao para Exibir Objeto(s)", as seguintes instrugdes:

* g aparecerd quando a Etapas = 0;
* E'1 aparecerd quando a Etapas = 1;

* E2 aparecerd quando a Etapas = 2;

Assim, apresentaremos os resultados fundamentais obtidos, destacado o fator de redugdo s e
quantos vetores de descolamento foram necessérios para a constru¢ao de cada fractal do Tipo

Remoc¢do, como mostra a tabela 4.5.

Fractais do Tipo Remocao | Fator de Reducio (s) | Vetores de Deslocamento
Conjunto de Cantor % 2
Triangulo de Sierpinski % 3
Tetraedro de Sierpinski % 4
Tapete de Sierpinski % 8
Esponja de Menger % 20
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A informatica no ensino de matematica tem sido tendéncia na atualidade, propiciando ao
docente fazer ligagio das propriedades existentes na Algebra e Geometria com a Tecnologia. Por
esse motivo, decidimos combinar o software GeoGebra como uma alternativa da aplicabilidade
na construgdo de fratais. Observamos que, a partir da criacdo de construcdes de fractais em
forma de arte dinamica, poderiamos relacionar conhecimentos matematicos que estao presentes
ao nosso redor. Além disso, proporciona ao estudante estabelecer conceitos geométricos para a

representacio no plano e no espago.

Dentre os resultados obtidos neste trabalho foi importante a compreensao do que
sdo fractais, e no que refere aos seus elementos abstratos, destacando as caracteristicas de
irregularidades, autos-semelhanca, complexidade da estrutura e o grau de detalhamento. Contudo,
¢é de extrema importancia o conhecimento sobre os comandos utilizados para a elaboracao de
cada objetos, oportunizando ao leitor um manual de instru¢des sobre criagdo de cada fractal do
tipo Remog¢ao como Conjunto de Cantor, Tridngulo de Sierpinski e Tapete de Sierpinski e os
enigmaticos que podem ser construido na Janela de Visualizac¢do 3D, sendo a Esponja de Menger

e Piramide de Sierpinski.

Considerando, os aspectos apresentados nesta pesquisa, acreditamos que é possivel
combinar uma ferramenta tecnolégica no ensino de fractais, mas alertamos que, no decorrer dos
desenvolvimentos de algumas construgdes, o processador do computador pode nao suportou os
comandos de alguns etapas. As constru¢des detalhadas no Capitulo 4 servem como manual para

conhecimento e orientagdo do usudrio.

Nesse sentido, o uso do Software GeoGebra no ensino de propriedades matematicas é
eficaz, levando o estudante a raciocinar e aprender de forma dindmica e construtiva. O GeoGebra
¢ um aplicativo que s6 tem a contribuir, além de viabilizar uma diversidade de ferramentas e

possibilidades de visualizacdo de construgdes.

A partir das constru¢des realizadas na Secdo 4, se compreende que o ensino da
Matemadtica com o uso de recursos tecnolégicos como o software GeoGebra no ensino de
fractais do tipo Remocgdo s6 tem a contribuir para a aprendizagem dos alunos em licenciatura
em Matemadtica ou usudrio da plataforma. Como trabalhos futuros recomendamos o uso do
GeoGebra para a construgdo de outros tipos de fractais como ser, do tipo Ramifica¢do, do tipo

Arvore e do tipo Diirer.
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