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Resumo

O estudo das equagbes diferenciais ¢ uma evolu¢ido natural do calculo que
apresenta uma intrinseca rela¢do da matematica pura com a aplicada, no entanto a sua
relevincia reside em suas aplicagoes.

A crescente evolugdo do conhecimento da maneira como os materiais reagem a
eletricidade propocionaram ao homem a elabora¢ao de complexos sistemas para a
condugdo e transformagdo da energia elétrica ao qual denominamos circuito eletrico.

O circuito eletrico é um derteminado agrupamento de componetes elétricas
( Resistores, Capacitores, Indutores, Geradores, etc.) rearranjados de forma a conduzir
cargas eletricas para determinados fins.

O comportamento idealizado dos circuitos elétricos e de vital importancia para o
desenvolvimento de novas tecnologia e aplicagdes nas areas da engenharia elétrica e
eletrotica.

Este trabalho tem por objetivo desenvolver aplicagdes diferenciais de segunda
ordem para o circuito R.L.C. em série, circuito esse, que apresenta resistor, indutor, e

capacitor. Para isso desenvolvemos ao longo do texto teorias e alguns exemplos para o

entendimento do mesmo. Dessa forma, mostraremos todo o funcionamento do

sistema do circuito R.L.C. em serie.

Palavras Chaves: Equagdes Diferenciais, Circuito R.L.C. em série.



Abstract

The study of differential equations is a natural evolution of calculation that has an
intrinsic relation of pure mathematics to applied, however its relevance lies in its
applications.

The growing evolution of knowledge of how the materials react to electricity
provided to man the development of complex systems for driving and transforming
power which we call electrical circuit.

The electrical circuit is a certain grouping of electrical components (resistors,
capacitors, inductors, generators, etc.) rearranged in order to conduct electric charges
for certain purposes.

The idealized behavior of electrical circuits and of vital importance to the
development of new technologies and applications in the areas of electrical and

electronic engineering.

This work aims to develop differential applications of second order for the circuit
R.L.C. in series, this circuit, which has resistor, inductor and capacitor. To develop this
theory throughout the text and examples for understanding the same. In this way, we

will show the whole operation of the circuit system R.L.C. in series.

Key words: Differential Equations, Circuit R.L.C. in series.
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Introducao

As palavras diferencial e equagoes obviamente sugerem a resolucao de algum
tipo de equacao envolvendo derivadas. Mas porque estudar este assunto? A
resposta é simples: equacoes diferenciais sao o suporte matematico para muitas
areas da ciéncia e da engenharia. Muitas das leis da natureza em Fisica, Quimica,
Biologia e Astronomia, tém sua expressao mais natural na linguagem das equagoes
diferenciais. Mesmo em Matematica sao muitas suas aplicagoes em Geometria,
Engenharia, Economia e muitos outros campo da Ciéncia. Elas se originaram
no século XVII, a partir da tentativa de formular, ou descrever, certos sistemas
fisicos em termos matematicos. Newton, Leibniz e os irmaos Bernoulli resolveram
equagoes diferenciais oriundas da Geometria e Mecanica. Estes desenvolvimentos
iniciais, que comecaram na ultima década do século XVII, levaram a procura de

técnicas de solucao de certos casos especificos de equacoes diferenciais.

Todos os conceitos, férmulas e aplicagoes matematicas originaram-se de
problemas reais, pois, era a partir de um questionamento ou uma situagao de

sua realidade que os estudiosos buscavam as solugoes.

Procuramos colocar de maneira acessivel os conceitos sobre equacoes
diferenciais homogéneas e nao-homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes em problemas fisicos. No entanto, para que vocé possa acompanhar
faz-se necessario no minimo o conhecimento sobre Célculo I, além de nocoes sobre
Fisica para dar embasamento as aplicacoes. Mas, se vocé é um aluno autonomo,
pode consultar livros sobre limite, derivada, integral, numeros complexos,

equacoes diferenciais de 2* ordem, etc.

Este trabalho é composto de 3 capitulos. O primeiro capitulo, trata de

conceitos preliminares como: Equacao diferencial, Equacao diferencial ordinaria,



classificagdo pela ordem e pela linearidade, problema de valor inicial e de contorno.
O segundo, trata do principio da superposi¢ao, dependéncia e i ndependéncia linear
e o wronskiano e ainda sobre os conceitos mais especificos de equagoes diferenciais
de 2% ordem. O terceiro capitulo, trata exclusivamente de aplicacdes de EDO's de

segunda ordem no circuito R.L.C. (Resistor, Indutor, Capacitor) .



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Equacao diferencial

Definicao 1.1 Uma equagao envolvendo uma wvariavel dependente e suas
derivadas em relagao a uma ou mais variavers independentes, é chamada equacgao
diferencial (ED).

Equagoes diferenciais sao classificadas de acordo com o tipo, a ordem e a

linearidade.

1.1.1 Equacao diferencial ordinaria

Definicao 1.2 Uma equagao que contém somente derivadas ordindrias de uma
ou mais varidveis dependentes, com relagao a uma unica varidvel independente,

¢ chamada equagao diferencial ordindria (EDO).

Vejamos abaixo alguns exemplos de equagoes diferenciais ordinarias,

dy

oy = 4

ar Y

dy

- — —x

dx y
d*y y
-7 432 0
az T Y



1.1.2 Quanto a ordem

A ordem de uma equacao diferencial é indicada pela maior ordem de

derivagao que aparece na equagcao.

Exemplo 1.1 2y’ —y = 0, € uma equacgao diferencial de 1* ordem, pois a ordem

da maior derivada da fung¢ao incégnita y = f(x) que aparece na equagao €1.

Exemplo 1.2 3" —3t% = 0, € uma equacdo diferencial de 2% ordem, pois a ordem

da maior derivada da fun¢do incognita y = f(t) que aparece na equagdo € 2.

1.1.3 Quanto a linearidade

Uma equacao diferencial é chamada de linear quando pode ser escrita na
forma,
d™y

an(x)% + ap-1(x)

dn—ly
dxnfl

+...+ al(x)zlli +ap(z)y = g(z).

Observe que as equagoes diferenciais lineares sao caracterizadas por duas

propriedades:

(i) A variavel dependente y e todas as suas derivadas sdo do primeiro grau; isto

¢, a poténcia de cada termo envolvendo y ¢é 1.

(ii) Cada coeficiente depende apenas da varidvel independente z.

1.2 Problema de Valor Inicial(PVI)

Uma equagao diferencial de primeira ordem

dy

dr - f(xvy%

estd sempre sujeita a condigao inicial y(zg) = yo, em que zp ¢ um nimero no
intervalo I e yg ¢ um numero real arbitrario chamado de problema de valor
inicial(PVI). Graficamente a solu¢do de uma equagao diferencial definida em

algum intervalo I deve passar por um ponto (zg, o) determinado anteriormente,
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ou seja, em geral deseja-se saber, antes de considerar um problema de valor inicial,

se uma solucao existe e, quando existe, se é a Unica solugao para o problema.

Para o caso de uma equacao linear de segunda ordem, uma solugao para o

problema de valor inicial

w(0)Th 4 @)Y+ alay = (o), (1)

onde y(zo) =yo ¢ Y'(z0) = vy, ¢ uma fungdo que satisfaga a equagao diferencial

em [, cuja Figura 1.1, passa pelo ponto (z,yo) com inclinacdo igual a ;.

y! solgoes da FD

. 3)

—————> x
I

Figura 1.1: O grafico representa a solu¢do de uma Equacao Diferencial sujeito as
condigdes iniciais.

Fonte: Figura retirada com adaptagdes da referéncial[l]

O Teorema da Existéncia de uma Unica Solucao nos fornece condicoes
suficientes para a existéncia de uma tunica solucao para o problema de valor

inicial das equagoes diferenciais lineares.

Teorema 1.1 Ezisténcia de uma Unica Solucao

Sejam  an (), ap-1(x),...,a1(x),a0(x) e g(xr) fungoes continuas em um
intervalo I com a,(x) # 0 para todo x neste intervalo. Se x = xy € algum
ponto deste intervalo, entdo existe uma unica solu¢ao y(x) para o problema de

valor inicial neste intervalo.

Uma idéia da demosntragao do teorema acima pode ser encontrada na pagina

88 da referéncia [1].

11
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Exemplo 1.3 Verificar que a funcdo y = 3e** 4+ e~2* — 3z € uma solucdo para o

problema de valor inicial

7

y'—4y = 12z, sendo, y(0)=4 e y'(0)=1.

Solugao:

Como a equagao diferencial é linear, os coeficientes, assim como g(x) = 12z,
sdo continuos e as(x) = 1 # 0 em qualquer intervalo contendo x = 0. Concluimos
a partir do Teorema da Existéncia de uma Unica Solucao que a funcao dada é a

unica solucao.

1.3 Problema de valor de contorno

Um outro tipo de problema consiste em resolver uma equacao diferencial de
segunda ordem ou maior na qual a variavel dependente y ou suas variaveis sao
especificadas em pontos diferentes. Um problema como a equagao (1.1), sujeita a,
y(a) = yo e y(b) = y1, é chamado de problema de valor de contorno. Os valores
especificados y(a) = yo e y(b) = y; s@o chamados de condigdes de contorno ou de
fronteira. Uma solugao para o problema em questao é uma funcao que satisfaca a
equagao diferencial em algum intervalo I, contendo a e b, cujo gréfico passa pelos

pontos (a,yo) e (b, y1), conforme Figura 1.2:

solm;iit:: daFD
/\)
N —

-\

(B. %)
a@.y,)

Figura 1.2: O grafico representa a solu¢do de uma Equacao Diferencial sujeito as
condic¢des de contorno.
Fonte: Figura retirada com adaptagoes da referéncia [1]
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Para uma equacao diferencial de segunda ordem, outras condi¢oes de contorno

podem ser

y'(a) = yo. yb) =y
yla) = vo, Y(b) =1

ou,

y(a) = vp (b)) =,

em que Yo, Yo, Y1 € y; denotam constantes arbitrarias. Estes trés pares de

condigoes sao casos especiais das condigoes de contorno,

ayla)+ Fiy'(a) = m
2 y(b) + B2y (b) = .

O exemplo abaixo mostra que, mesmo quando as condi¢oes do Teorema
da Existéncia de uma Unica Solugao sao satisfeitas, um problema de valor de

contorno pode ter
(i) varias solugbes
(ii) uma tnica solugao

(iii) nenhuma solugao.

Exemplo 1.4 A familia a dois parametros de solugoes y = C cos 4x + Cy sen 4z,

¢ uma solugao para a equacao diferencial, y” 4+ 16y = 0. Suponha que esta solugao

também satisfaca as condig¢oes de contorno

Solucgao:

Observe que a primeira condigao

0 = Cicos0+ Cysen0,

13



T
implica C = 0; assim, y = (5 sen 4x. Mas, quando x = 5 temos,
0 = Cysen?2m.

Como, sen 2w = 0, esta ultima condicao é satisfeita com qualquer escolha de Cj.

Logo, uma solu¢ao para o problema
y' +16y = 0, y(0)=0 e y() =0,
é a familia a um parametro,
y = Csysendx.

H& uma infinidade de fungoes satisfazendo a equacao diferencial que passam pelos
pontos (0,0) e (7/2,0).

14



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Lineares de

22 Ordem com Coeficientes
Constantes

2.1 Equacao Linear Homogénea

A forma geral das equacoes diferenciais lineares de 2* ordem é,

y' +p@)y +qx)y = flz), (2.1)

onde p, q e f sao fungdes continuas conhecidas, definidas em um certo intervalo
I C R Entretanto, primeiro estudaremos os casos particulares da equagao (2.1)
em que os coeficientes p e ¢ sao constantes reais. Mais precisamente, as equagoes

da forma,
y' +ay +by = flz), (2.2)

em que a e b sdo constantes. Quando a func¢ao f(x) for igual a zero, para todo

x € I, a equagdo (2.2) é linear homogénea.

Exemplo 2.1 Determinar a solu¢ao da equacao diferencial linear homogénea,

com coeficientes constantes,
y' +ay = 0. (2.3)
Solucgao:

15



Reduzindo-a uma equacao de 1* ordem, temos: y' = u, o que nos da, " = u’'.

Logo,
v +au = 0.

Como estamos diante de uma equacgao de 1* ordem do tipo linear, vamos encontrar

o fator de integracao. Isto é,

e [ade _ o0
Entao,
u'e™ + ae®u = 0,
logo,
jx(ue‘”) =0
Assim,
ue® =
E dai,
u(z) = Cre ™
Como 3y = u, teremos,
y o= G

Integrando ambos os membros, temos,

y(x) = /C’le_”d:v.

Portanto a solugao geral da equacao (2.3) é:

16



1.1.1 Principio da superposicao

O que fazer quando tivermos um problema mais geral como
' +ay +by = 07 (2.4)

Neste caso precisamos fornecer uma resposta satisfatoria. Estabeleceremos
alguns resultados que serdo enunciados para o caso mais geral, a equacao (2.1),
embora nosso foco principal seja o seu caso particular em que os coeficientes sejam
constantes. Comecemos com o principio da superposicao que estabelece o fato
de que o conjunto das solugoes da equacao homogénea associada a equagao (2.1),

isto é,
' +p(@)y +qlx)y = 0 (2.5)

em que os coeficientes p e ¢ é um espacgo vetorial.

Teorema 2.1 Sejam y; e yy solugdes da equagao, (2.5) no intervalo I. Se A e B

forem constantes reais, entao a combinacgao linear

y(x) = Ay (x)+ Bys(x), (2.6)

¢ uma solugdo da equagdo (2.5).

Exemplo 2.2 Verificar se, y1 = senx e y, = cosx sao solugoes da equagao

homogénea iy’ —y = 0.

Solucgao:

Pelo principio da superposicao, y = A sen x + B cos x, logo, como no exemplo

anterior, ela é solucao geral desta equacao.

Exemplo 2.3 Verifique se y (x) = x*

622

¢ solugao da equacao nao-linear y -y’ =

Solucgao:

Temos que

17



Logo,
y-y" = 6z =6z’
Note que, y(x) = Az3, com A% # 1 nao é solugao de,
y -y =6t
De fato, pois,
y =3Ax% ey’ =6Ax.
Assim,
y-y' =Az® 6Ax = A%
Como A% # 1, entdo, y(x) = Ax? nao é solugao da equacao y-y” = 62*. Portanto,
concluimos que o principio da superposicao nao se aplica a equagoes nao lineares.
Nesta se¢ao introduziremos o conceito de dependéncia linear de funcoes. Este

conceito é um caso particular de uma definicao mais geral relativa a subconjuntos

de um espaco vetorial, que é objeto de estudo da Algebra Linear.

2.1.2 Dependéncia linear

s

Definigao 2.1 Dizemos que um conjunto de fungoes fi(z), fo(x), ..., fu(z) €
linearmente dependente em um intervalo I se existem constantes C,C, ..., C,

nao todas nulas, tais que

lel(ﬂf) + Cgfg(ﬂf) + ...+ C’nfn(x) = 0, Ve el.

2.1.3 Independéncia linear

Definigao 2.2 Dizemos que um conjunto de fungoes fi(z), fo(x), ..., fu(z) €
linearmente independente em um intervalo I se ele nao € linearmente dependente
no intervalo. Em outras palavras, um conjunto de fungoes € linearmente

independente em um intervalo se as unicas constantes para as quais

Cifi(x) + Cofa(z) + ... + Cpfu(x) = 0,Va € I, talqueCy = Cy = ... = 0.

Ou seja, concluimos que duas fungoes sao linearmente independentes quando

nenhuma delas é multipla da outra em um intervalo.

18



2.1.4 Wronskiano

Definicao 2.3 Sejam f e g duas fungoes derivdveis em um certo intervalo aberto
I. O wronskiano das funcoes f e g, no intervalo I, € definido pelo sequinte

determinante
W) = e [ 090 ) — o) - wlgto)

Quando nao houver possibilidade de confusao designaremos o wronskiano de f e

g simplesmente por W(z).

Teorema 2.2 Sejam y, e ys solugoes da equagao linear de segunda ordem,

v +p(x)y + q(x)y =0, definidas em um intervalo aberto I.
i) Se y1 e ya forem linearmente dependentes, entao W(x) =0, Vx € I.

ii) Se y1 e yo forem linearmente independentes, entao W(x) # 0, Vx € I.
A demonstracao deste Teorema, encontra-se na pagina 149 da referéncia [1].

Teorema 2.3 Sejam yi,Ya, ..., Yn, N solucoes linearmente independentes para a
equagao diferencial linear homogénea de n-ésima ordem (2.5) em um intervalo
I. Entao, toda solugdo y(x) para (2.5) € uma combinacao linear das n solugoes

independentes Y1, Ya, ..., Yn, 0U Seja, podemos encontrar constantes Cy,Cs, ..., C,,,

tais que
Yy = Clyl—i—C’ng—i——l—Cnyn
Exemplo 2.4 Consideremos a equacao, y" — y = 0.
Solucgao:
Note que, y1(z) = € e yo(x) = e * sao duas solugoes linearmente
independentes.  Pois, W(x) = -2, logo concluimos que tais fungoes sao

linearmente independentes, de modo que a solucao geral da equagao é,

y(xr) = Ae®+ Be ™.

19



Exemplo 2.5 Considere a equacgao diferencial linear de sequnda ordem, nao-

homogénea,

Solugao:

Primeiro, observemos a equacao homogénea

Sabemos que

T

yi(x) = €% e yox) =€,
sao solucoes linearmente independentes, logo,
yn(x) = Ae" 4 Be™”,
é a solugao geral da equagao homogénea. Além disso, podemos verificar que,
yp(z) = —2° -2,
¢ uma solucao particular da equacao nao-homogénea. Pois,
() = =2z e y,(r)=-2
e dai,
Yo —yp = —2—(—a*—-2)=-2+2"+2=2"

Designemos por y a solugdo geral de, y” — y = 2. Consequentemente, y — y,

satisfaz:

W—v)"—W—y) = ¢~y —y+y=2"—2"=0.

Ou seja, y — y, € solucao da equacao homogénea. Assim, existem constantes A e

B tais que
y(z) —yy(z) = Ae"+ Be ™.

20



Portanto,
y(z) = Ae"+ Be ™™ —x* 2.
Agora, considere a equacao linear homogénea
ay" +by +cy = 0, (2.7)

em que a, b e ¢ sdo constantes reais. Relembrando que, caso determinemos duas
solugoes linearmente independentes, a solugao geral sera dada como a combinacao

linear destas solugoes linearmente independentes. Inicialmente, procuraremos

solucoes da forma y = e, com \ constante.
Logo,
yl — )\6)\93
y// _ )\2 €A$.

Substituindo esses valores na equacao diferencial (2.7), temos:
aX?eN + oA 4+ e = 0,
como e ¢é sempre diferente de zero, chega-se a equacao

aX +b\+c = 0,

que é chamada equagao caracteristica de 2° grau.

2.2 Raizes Reais e Distintas

Teorema 2.4 Se \; e Ay forem duas raizes reais e distintas da equagao

caracteristica, entdo a solugao geral da equacgdo (2.7) é dada por:

y(x) = AeM® + Be?® (2.8)

Demonstracao: Desde que \; e Xy sejam raizes da equacao al? + b\ +c = 0,
as fungoes eM® e e*?* sdo solugdes da equacdo linear homogénea (2.7). Portanto,

a expressao dada em (2.8) é a solugdo geral da equagao linear homogénea (2.7).
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Exemplo 2.6 FEncontrar a solucao geral da equag¢ao
y' =5y +6y = 0.

Solugao:

A equacao caracteristica da equagao em estudo é:

M =5 +6 = 0.

Logo,

A= 3
ou,

A= 2
Portanto,

y(r) = Ae* + Be*.

2.3 Raizes Reais e Iguais

Teorema 2.5 Se a equacdo caracteristica tiver duas raizes reais e iguais A\ = Ao,

entdo a solugcdo geral da equagao homogénea (2.7) serd dada por:

y(r) = AeM® + BreM”.

y(r) = eM*(A+ Bx).

Demonstragao: A funcio eM?® é solucao da equacao diferencial (2.7), pois
A1 ¢ raiz de sua equacao caracteristica. Para concluir, basta mostrar que ze**

também é solucao. Logo,

y = zeM” (2.9)
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Encontrando respectivamente, a primeira e a segunda derivada, da fungao (2.9),

temos:

y = eMT 4 N\aeM”

y' = Mt (2)\1 + A} x) :
Agora, substituindo as derivadas na equagao (2.7), obtemos:

a(e’\”(Q)q%—)\fm))—H)(e’\lm+>\1xe’\1x)+c(xe’\lx) = 0.

Assim,
(Za)\l—|—a)\%x+b—|—b)\1x+cx)e’\” = 0.
Logo,
(2(1)\1 +b+ (a)\% + b\ +c) :E) eMT = ().
b
Como, A\; = ——, temos:
2a
b b? ¥ c
2 o o _ )\11 — .
(a( 2a>+b>+<a<4a2 2a+1>x>e 0
Dai,

b? — 20% + 4 —b*+4
0+ v e dac zeM T = —rrdac zeMt = 0.
4a 4a

Portanto, como A = 0, o teorema esta demonstrado, haja vista que as fungoes

A A1

eM? e xe™” sao linearmente independentes.

Exemplo 2.7 Determinar a solucao da equacao

y" — 10y — 25y = 0.

Solugao:
A equacao caracteristica é:
AN —10A0—25 = 0,
cujas raizes sao reais e iguais a A = —5. Logo, a solucao geral da equagao é

y(z) = e (A+ Bx).

23



2.4 Raizes Complexas

Nessa situacao as raizes sao conjugadas, ou seja, Ay = a+ i e Ay = a — 1
com, 3 # 0, em que i = y/—1 é a unidade imaginaria. Sendo « chamada parte

real de \; e de )y, enquanto § e —f é chamada parte imaginédria de A\; e de As.

Segue que
b Vdac — b?
0 = —— e =07 (2.10)
2a 2a

Teorema 2.6 Se A\ e Ay sao raizes compleras da equacgao caracteristica, entao

a solugdo geral da equagao diferencial (2.7) € dada por,
y(x) = e*(Acos(fx)+ Bsen(fx)),

em que A e B sdo constantes.

Demonstracao: As fungoes e**cos(fx) e e**sen(fx) sao solugoes da equagao
diferencial (2.7). Fagamos, por questao de completicidade, o célculo para uma

delas. No caso em questao consideraremos:
y = e*cos(fx). (2.11)

Encontrando respectivamente, a primeira e a segunda derivada da funcao (2.11),

temos:
Yy = ae*Tcosfr— e senf =e*" (acosfr— Bsenfx), e
y' = a?eTcosBax— Be*Tsenf — [e*Tsen S — 2 e*T cos fx
= ™ (on cos Bx — 2a sen Bx — B2 cos 6m) )
Agora,

ay’ +by' +cy = a (eo‘z (a2 cos fx — 20 B sen B — 32 cos 63:))

+ b(e*(acosfr— Bsenz))+ ce*cos Bx.
Dai, teremos

e™” ((aoz2 —af? +ba+c> cosﬁx) + € ((—2aap — bp) senpfx)
:((aa2—aﬁ2+ba+0) cosﬁx) — ((2aaB+bp) senpzx).
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Agora, usando as expressoes de (2.10), temos que:

2
4 _ 12
ac® —aB*+ba+c = a(—b> —aM+<—b>b+c.

2a 4a? 2a
Dali,
2 b b
2 2
ac” —af® +ba+c 4a+4a 2a+c

Tomando, novamente (2.10), teremos que a expressao 2aa/3+bf se anula. Assim,
ay”+1y'+cy = 0. Para concluirmos a demonstragao deve-se mostrar que as fungoes
e*cos(fr) e e**sen(fx) sao linearmente independentes. Para isso, calculemos o
wronskiano de tais fungdes. A derivada de e*cos(fx) ja foi calculada em (2.11),

a derivada de e**sen(fx) é dada por:

(e“sen (Bz)) = e** (asen (Bx) + Bcos(Bz)).
Dai, o wonskiano, W (z), destas fungoes é:

e cos(fx) e sen(fx)
det ( e (acos (Bx) — Bsen(Bx)) e (asen(Bx)+ [ cos(Bz)) ) '

Portanto, W(z) = [e?** # 0, pois 8 # 0. Entao as solugoes e**cos(fx) e
e*sen(fz) da equacdo homogénea sao linearmente independentes, o que conclui

a demonstracao do teorema.

Exemplo 2.8 Considere a equacao diferencial
y'+y+y = 0.

Solucao:

Sua equacao caracteristica é
MH+A+1 = 0.

Cujas raizes sao



Logo,

Portanto, a solucao geral é,

y(z) = e 2° <A cos <\fx> + Bsen (?m)) .

2.5 Equacao linear nao-homogénea

Observe como proceder com uma equacao linear de segunda ordem com

coeficientes constantes, que nao seja homogénea.

Exemplo 2.9 Considere a equacao diferencial

y// o y — 3
Solucgao:
Observe que y,(x) = —3 é uma de suas solucoes. Além disso a equacao
homogénea associada a ela é:
y// o y — O
Sua equacao caracteristica é,
NX—-1 =0

cujas raizes sao:
M =1 e M=-—1.
Logo, a solugao geral da equacao homogénea é,
yn(zr) = Ae®+ Be “.

Seja, y = y(z), uma solugao qualquer da equacao nao-homogénea. Podemos
verificar facilmente que a funcao y — y, ¢ solugao da equacao linear homogénea.

Portanto,
y—1vy, = Ae"+ Be ",
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ou seja, a solucao geral da equacao nao-homogeénea é,

y = Ae*+ Be * —3.

O procedimento desenvolvido nesse exemplo nos fornece uma idéia para
determinarmos solucoes gerais de equagoes nao-homogéneas. Entretanto, existem
varios métodos para a determinacao de solugoes particulares de equacoes nao-

homogeéneas. Vamos desenvolver neste trabalho o seguinte método:

2.6 Método dos coeficientes a determinar

Esse método é uma maneira direta de determinar uma solugao particular,
cuja expressao ¢ obtida por uma inspe¢ao motivada pela forma do termo nao-

homogeéneo.

Exemplo 2.10 Determinar a solugao geral da equagao nao-homogénea,

considerando o caso que o sequndo membro nao é um polinomio,
y' =3y +2y = 2% (2.12)
Solugao:
A equacao homogénea associada é:
y' =3y’ +2y = 0,
sua equagao caracteristica é:
M —3\+2 = 0,
cujas raizes sao:

>\1:27
Ay = 1.

A solucao geral da equagao homogénea é:
yn(z) = Ae** + Be”.
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Agora, devemos encontrar uma solucao particular da equacao nao-homogeénea
(2.12). Como o segundo membro da referida equagao é 2¢3* e qualquer derivada
de €3* é um multiplo dessa funcdo, iremos em busca de uma solucio particular

Yy, da forma,
( ) = O 3x
yp(z) = Ce”.
Encontrando a primeira e a segunda derivada respectivamente, temos:

y(z) = 3Ce™ e
yn(xz) = 9Ce™.

Substituindo esses valores na equagao (2.12), obtém-se:
90e* — 3 (3Ce™) +2- (Ce?) = 2%,
Logo,
9C -9C +2C = 2,
o que nos fornece C' = 1, ou seja, a solucao particular é
yplz) = ¥

Portanto, a solucdo geral da equac¢ao nao-homogénea (2.12) é,

y(@) = yn(@) + yp(x)
yp(z) = Ae* + Be" + ™.

Exemplo 2.11 Determinar a solugao geral da equagao nao-homogénea,

considerando o caso que o sequndo membro € a funcao seno ou cosseno
y' =3y +2y = senu. (2.13)
Solucgao:
Sua equacao homogénea associada é:
y' =3y’ +2 = 0,
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sua equagao caracteristica é:

cujas raizes sao:

Ao = 2.
A solucao geral da equagao homogénea é:
y, = Ae”+ Be*.

O segundo membro da equagao (2.13) é a fungao seno e nas suas derivadas sempre

aparece seno ou cosseno. Entao, uma solucao particular é da forma,
yp(z) = Asenxz+ Bcosu.
Calculando, respectivamente as derivadas, temos:

y,(r) = Acosx — Bsenx

y,(xr) = —Asenx — Bcosuw.
Assim, substituindo em (2.13), obtemos:
(—Asenx — Bcosx) —3(Acosx — Bsenz)+2(Asenx + Beosz) = senx.
Isto é,
(—A+3B+2A)senx + (—B —3A+2B)cosx = senx,
ou,

(A+3B)senxz + (B —3A)cosx = senz.

Como isso, temos o seguinte sistema linear,

A+3B =1
—-3A+B =0.
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Resolvendo o sistema, obtém-se:

1 3
A= — e B=—.
10 10
Logo,
() = 1 . 3
yp(x) = msenx mcosm.

Portanto, a solugao geral da equagao (2.13) é:

y(x) = yn(2) + yp(2)

1 3
y(z) = Ae” + Be* + 10 %% + 10 °05%

Motivados pelos exemplos descritos nesta secao, verifica-se que o método dos
coeficientes a determinar se aplica quando o segundo membro f(z) da equagdo

diferencial linear de segunda ordem for de cada um dos seguintes tipos:

1. Um polinémio em =,
flz)=4x+1 = f(z)=Ax+ B.
2. Uma funcao exponencial e”,
fla)=e+y = flx) =A™
3. Uma funcao cosx ou senx,

f(x) =cosz ou senx = f(xr)= Acosz+ Bsenuz.

4. Uma combinacao linear das fungoes descritas nos tipos acima. Por exemplo,

f(z) =ze* cos3r = f(x) = (Az + B)e* cos 3z + (Cx + D)e** sen 3.

Ao usar esse método, deve-se ter um cuidado especial no caso em que a fungao
do segundo membro da equacao diferencial é do mesmo tipo que a solucao geral

da equacao homogénea associada.
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Capitulo 3

Aplicacoes de Equacoes
Diferenciais Lineares de 22
Ordem no circuito R.L.C.

Neste capitulo o foco maior vai estar sendo o circuito R.L.C. aode sera apresentado
as aplicagoes das EDO's em Circuitos R.L.C.(Resistor, Indutor, Capacitor) em série,

visto que sdo equagdes diferenciais de 22 ordem.
3.1 Circuito R.L.C.(Resistor, Indutor, Capacitor) em série.

Considerando uma tensdo elétrica continua ou alternada senoidal aplicada num
circuito RLC série, qual é o comportamento das correntes e tensdes elétricas neste
circuito em fungdo do tempo?

Hipdteses: as propriedades, ou seja, resisténcia, indutancia e capacitdncia do

circuito sao constantes.

3.2. Formulacao matematica

Nesta subsecdo sdo destacados alguns conceitos importantes para a

analise do problema.

1° - Se Va e Vb sio, respectivamente, os potenciais elétricos nos pontos a e b de
um circuito elétrico, a diferenca de potencial entre estes pontos pode ser denotada
por Vab ou V (t). Normalmente, esta diferenca de potencial V (¢) serd indicada

com o sinal negativo, isto é:

Vab=-V(t).
2° - A Intensidade da corrente elétrica ¢ dada pela taxa de variagdo da carga

elétrica g em relagdo ao tempo t que atravessa uma se¢ao transversal de um condutor.

g
dt
3° - A lei de Ohm diz que a diferenga de potencial V nos terminais de um resistor

de resisténcia constante R submetido a uma corrente elétrica i , é dada por:

V()= R-i(F).
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4o - A indutdncia L de um indutor é uma constante relacionada com a

diferenca de potencial e com a taxa de corrente elétrica em rela¢ao ao tempo. Logo,

oy

dt

5° - A capacitancia C de um capacitor submetido a uma carga elétrica,

com uma diferenca de potencial entre suas placas indicada por V, sera dada por:

V@:%.

Conforme a lei das tensdes de Kirchhoff, a soma algébrica das diferencas de
potencial numa malha fechada é zero. Logo, o somatério das quedas de tensao sobre
o resistor , sobre o indutor L e sobre o capacitor C, é igual a tensdo , que é a tensdo

da fonte de alimentagdo do circuito RLC série. Na Figura 1.3 esta apresentado

o circuito RLC série, com as suas respectivas quedas de tensao.

R

Vv

—
VR

VL PO | —
——
C

V(t)
Figura 1.3.Circuito RLC série

A partir da lei Kirchhoff, tem-se a equagdo:
VL L VR +VC =V (1),
onde

vi=1% . vR=pRive=2.
dt C
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Desta forma di 1
> L—+Ri+—qg=V (). 2.14
5 TRt (0) (2.14)
Considerando = @ ,
dt
i 4 N i di dv portanto d?i N R di+ 1 0 (2.15)
. — S —_— —_—— R— .
onde: MmN g T dr dcz T T dt | LC

indutancia é a propriedade que possui um indutor de gerar uma forga

eletromotriz ( Fem), de auto-inducgdo que se opde as variagdes de corrente elétrica.
Sua unidade de medida é o Henry ( H ); (resisténcia) é a propriedade que possui
um resistor de se opor a passagem de corrente elétrica. Sua unidade de medida ¢ o
Ohm (Q); (capacitancia) é a propriedade que possui um capacitor de armazenar
cargas elétricas. Sua unidade de medida ¢ o Farad ( F ) e ¢é a diferenga de potencial
aplicada no circuito elétrico.

Pode-se observar que existem tréz casos possiveis de ocilagdes para o circuito
R.L.C. e adotando R/2L sendo a e 1/VLC s endo w,.Onde w, é a frequéncia de

ressondncia e « é o parametro de amortecimento. Os tréz casos possiveis estdo

dispostos nos itens de ‘a’a ‘c’ que se seguem:

a) &> o CASO SUPERAMORTECIDO: No caso superamortecido as raizes

sdo negativas (Vo 2_40% <a ) e a solugdo da equagdo homogénea ¢ a seguinte:

Yu (t) = kleslt + kzeSZt (2'16)

Onde, s1 e s2 sdo, de acordo com a equagao 2.16:

> s =—a+ o’ —w,’
2 2
> s, =—a—a’ -,

Um esbogo do grafico para o caso de circuito R.L.C. superamortecido ¢ mostrado

na figura 1.4.
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0

Figura 1.4: Grafico para o caso superamortecido.

« = w9 : CASO CRITICAMENTE AMORTECIDO. No caso de

b)
amortecimentocritico a solu¢do mais geral, ndo dara a solugdo para

equagdo homogeénea. Isto ocorre porque neste caso, pela equagao 2.16,s1 =2 = -
a e as exponenciais da solugao geral podem ser somadas resultando em uma

resposta homogénea como y,(¢) = k;e ™ que ndo torna possivel satisfazer as
condigdes iniciais de um problema.

Entao, para resolver tal questdo, faz-se necessario tomar a equagdo
diferencial homogénea:

d’y(t) dy(t) | >
e dt 0 (1) ( )
Para wo= a:
2
d yz(t)_l_zady(t)_l_aZy(t):O (2]8)
dt dt
d’y(t)  dy(t)  dy(t) |
+a +a +a’y(t)=0 2.19
- P ARl (2.19)
d|dy dy
— | =+ + o —+ =0 2.2
dt[dz ay} a{df ay} 220
Chamando:
=Y oy 2.21)
dt
Entao:
dx
dt
Supondo:
= klekzt (2.23)
Resulta em:
kzklekzt + cd{lesz =0 (224)
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Portanto:

k, =-a (2.25)
d —a
x= d—f+ ay = ke (2.26)

Dividindo-se toda a equagéo 2.26 por ¢ *

em%+aemy =k (2.27)
di a1
E[ye =+, (2.28)
[dly@e™]= [ kar (2.29)
ye“"=kt+k, (2.30)

Desta maneira, obtém-se a forma desejada para a solugdo (combinagdo
de duas solugoes linearmente dependentes):

y=kte"+keg” (2.31)

Um esbogo do grifico para o caso decircuito com
amortecimento critico é mostrado na figura 1.5.

Fuit) A

0

Figura 1.5: Gréfico para o caso de amortecimento critico.

c) a<w(:CASO SUB-AMORTECIDO. No caso de sub-amortecimento, os
valores de s e s2 sdo valores complexos conjugados:

s=—atad’ -, =>s=—atjjo, -da’ (2.32)
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Chamando:

> =0, -a’

> s=-atjo,

Entao:
Y, (t) = ko0 4 keI (2.33)
v () = € k™" + ke | (2.34)
Usando a identidade de Euler:
e’’ =cos@ + jsen (2.35)
e/’ =cos@— jsend (2.36)
v, (t) = e[k, (cosw,t +sen@,t) + k,(cos@, — jsenw,1)] (2.37)
yu () = e[k, +k,)cosw,t + j(k, — k,)sen ,t] (2.38)
Como kj e k2 sdo parcelas constantes, entdo, pode-se denominar:
A =k +k,
(2.39)
A, =k —k,

E a equagdo ficara da seguinte forma:

yy(t)=e"[4 cosw,t+ A, senm,t]
ou (2.40)
v, (t)=Be ™ cos(w,t + @)

O grafico resultante da equagao 2.40 tem a forma de circuito sub-amortecido mostrada na
figura 1.6.

yult) A

Figura 1.6: Grafico para o caso sub-amortecido.
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Conclusao

Este trabalho procurou demonstrar de maneira clara e objetiva os conceitos gerais e
especificos necessarios para uma aprendizagem significativa de equagdes diferenciais.
Sendo que, nosso foco foi as equagdes diferenciais de 22 ordem aplicando no modelo

classico do Circuito R.L.C.(Resistor, Indutor, Capacitor).

A parte tedrica, isto é, o primeiro e o segundo capitulo trouxeram definigoes e
procedimentos que julgamos essenciais para o estudo e a aprendizagem do tema
proposto, procurando sempre exemplificar detalhadamente. Iniciando-se por
exemplos mais simples e gradativamente aumentando o grau de complexidade,

buscando assim facilitar a compreensao dos contéudos abordados.

Os modelos classicos da Fisica sdo representados por equa¢oes diferenciais, mas
neste trabalho foi mostrado apenas um, o Circuito RLC, um circuito que apresenta
Resistor, Indutor, e Capacitor em série, explorando todos os casos e assim aplicando

as EDO's de segunda ordem no circuito R.L.C. em série.
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Anexo

Relatdrio do experimento: Aplicacdes de EDO’s de segunda ordem no circuito
R.L.C. em série.

1. Objetivo:

O objetivo desse experimento é observar com o uso do osciloscopio, algumas formas
de onda que pode ocorrer em um circuito R.L.C. em série, circuito esse que apresenta
resisténcia, indutancia, e capacitancia.

Imagens dos materiais usados

Imagem 1.1 Imagem 1.2 Imagem 1.3

1. Dados do primeiro experimento:

e Indutor (L) de 3mH

e Capacitor (C) de 47 nF

e Resistor (R) de (50+50+3) Q
e Fonte

e Tipo de onda: Quadrada

e Vpp:10v

e Frequéncia: 500 Hz

De acordo como os parametros R.L.C. acima definidos e de acordo com a relagéo:

A< O
a® —4wy> <0
a? < 4wy?

£ <
2 - Wo

R A = . .
Onde a = S ¢a frequéncia neperiana ou fator de amortecimento expresso em nepers
por segundo (Np/s); e w0 é a frequéncia de ressonancia do sistema, dada pela formula

" 1
matematica w0 = ic



103 _ 1
3107 /473.107.3107
34333 < 84215,19

Conforme a condicdo de A < 0, nessa situacdo as raizes da equagéo caracteristica sao
complexas e conjugadas, e o efeito pode ser observado no osciloscépio caso sub-
amortecido conforme a imagem gerada abaixo.

Imagem 1.4. Caso sub-amortecido.

Outro caso bem interessante que também pode-se observar durante o experimento, e 0
caso em que A > 0, em que as duas raizes da equacdo caracteristica foi dada por duas
raizes distintas e reais, neste segundo experimento foi conservado o mesmo valor do
indutor e do capacitor e aumentando apenas a resisténcia, e isso pode ser observado nos
dados a sequir.

3. Dados do segundo experimento:

e Indutor (L) de 3 mH
e Capacitor (C) de 47 nF
e Resistor (R) de (1 k+50+3) Q

e Fonte
e Tipo de onda: Quadrada
e Vpp:10v
e Frequéncia: 500 Hz
A> 0
a?— 4wy’ >0
a? > 4dw,?
a
—-—> Wy



1053 1

= <
3107 /473.107.3107
175500 > 84215,19

Neste caso nota-se que ocorre um efeito de onda superamortecida, e esse efeito
pode ser observado na imagem 1.5 gerada no osciloscépio.

1 18,8 ps

Imagem 1.5. Caso de superamortecimento.

No terceiro experimento ndo foi obtido éxito, pois ficou muito dificil assimilar um
valor a resisténcia, que fizesse com que a frequéncia neperiana anulasse frequéncia de
ressonancia do sistema, que ocorre no seguinte caso:

¢ Quando o A =0 fazendo com que as duas raizes da equacdo caracteristica sejam
iguais, gerando um efeito de onda critica amortecida.

Na imagem 1.6 observe o caso mais proximo de onda critica amortecida que foi
adquirido nesse experimento.

Imagem 1.6



Conclusao

Com auxilio do técnico do laboratorio de fisica (UNIFESSPA) Caio Fernando consegui
realizar o experimento, e entender através do mesmo, que dependendo da posicdo das
raizes da equacao caracteristica, podem existir tréz respostas possiveis para o caso de
oscilacdo amortecida, que sdo essa: distintas reais e, reais e iguais, complexo conjugadas.
Neste experimento com o auxilio do osciloscdpio, pode-se realizar com éxito dois caso
de oscilacdo amortecida, o0 sub-amortecido e o superamortecido, e pbde-se observar que
dependem diretamente de a e wo, para que ocorra os efeito de oscilacdo, fazendo com que
sejam eles, os dois parametros que caracterizam o comportamento da rede de segunda

ordem.
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